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§1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид

( )( ) 0,...,'',',, =nyyyyxF , (1)

где х – независимая переменная, у – искомая функция, а функция F опре-
делена и непрерывна в некоторой области ( )12 ≥⊆ + nG nR .

Дифференциальное уравнение n-го порядка, разрешенное относи-
тельно старшей производной, имеет вид

( ) ( )( ) 0,...,'',',, 1 == −nn yyyyxfy , (2)

где функция f также предполагается непрерывной в некоторой области
1+⊆ nD R  изменения своих аргументов.

Решением уравнения (2) на интервале (a,b) называется функция ( )xy ,
удовлетворяющая условиям:
1) ( )xy  непрерывно дифференцируема n раз на (a,b);
2) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )baxDxyxyxyx n ,,,...,',, 1 ∈∀∈− ;
3) ( )xy  обращает уравнение (2) в тождество ∀ х∈ (a,b).

Аналогично определяется решение уравнения (1).

Задачей Коши для дифференциального уравнения (2) называется за-
дача отыскания решения ( )xy , удовлетворяющего заданным начальным ус-
ловиям:

( ) 00 yxy = , ( ) 00 '' yxy = ,…, ( )( ) ( )1
00

1 −− = nn yxy , (3)

где ( )bax ,0 ∈ , 0y , 0'y ,…, ( )1
0

−ny  – заданные числа.

Теорема Пеано. Если функция f непрерывна в области D, то для любой
точки ( )( ) Dyyyx n ∈−1

0000 ,...',,  существует решение уравнения (2), определенное
в некоторой окрестности точки ( )bax ,0 ∈  и удовлетворяющее условиям (3).

Существование и единственность решения задачи Коши определяется
следующей теоремой.
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Теорема Коши – Пикара. Если функция f непрерывна в области D и
имеет непрерывные частные производные ( )1,...,

'
,

−∂
∂

∂
∂

∂
∂

ny
f

y
f

y
f , то для любой точ-

ки ( )( ) Dyyyx n ∈−1
0000 ,...',, существует единственное решение уравнение (2), оп-

ределенное в некоторой окрестности точки ( )bax ,0 ∈  и удовлетворяющее ус-
ловиям (3).

Общим решением уравнения (1) или (2) называется такая функция
( )nccxy ,...,, 1ϕ= , которая при любых допустимых значениях параметров

nccc ,...,, 21  является решением этого дифференциального уравнения и для лю-
бой задачи Коши с условиями (3) найдутся постоянные nccc ,...,, 21 , опреде-
ляемые из системы уравнений:

( )
( )

( ) ( )( )









=

=
=

−− .  ,...,,

....
,...,,''

,...,,

210
11

0

2100

2100

n
nn

n

n

cccxy

cccxy
cccxy

ϕ

ϕ
ϕ

Уравнение

 ( ) 0,...,,,, 21 =Φ ncccyx , (4)

определяющее общее решение как неявную функцию, называется общим
интегралом дифференциального уравнения.

Частным решением уравнения (1) или (2) называется любое
решение, получаемое из общего решения при конкретных числовых значе-
ниях nccc ,...,, 21 .
Аналогично вводится понятие частного интеграла.

Если ( )xy  – решение уравнения (1), то график функции ( )xyy =  на-
зывается интегральной кривой уравнения (1).
Геометрически общее решение (общий интеграл) представляет собой

семейство интегральных кривых на плоскости, зависящие от n параметров
nccc ,...,, 21 .

Функция ( )xφ  называется особым решением дифференциального уравне-
ния (1), если:
1) ( )xφ обращает дифференциальное уравнение (1) в тождество;
2)  для любой точки ( )bax ,0 ∈  задача Коши с начальными условиями

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
1

0
1

0000 ,...,'', xxyxxyxxy nn −− === φφφ  имеет более одного решения.
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§ 2. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ,
РАЗРЕШАЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ

2.1 Уравнение вида
 ( )( ) 0, =nyxF , (5)

которое содержит только производную n-го порядка искомой функции
и независимую переменную.

Запишем уравнение (5) в параметрической форме ( )tx ϕ= , ( ) ( )ty n φ= ,
где ( )tϕ  – дифференцируемая функция. Общий интеграл уравнения (5)
найдется в параметрической форме.
Имеем ( ) ( )dxydy nn =−1 , ( ) ( )tdy n φ=−1 ( )dtt'ϕ , откуда ( ) ( )∫ ′=− ty n ϕ1 ( ) ( )111 , ctcdtt φφ =+ .

Аналогично находим ( )2−ny  и т.д. Система ( )
( )



=
=

nn cccty
tx

,...,,, 21φ
ϕ  является

общим интегралом уравнения (5).
Пример 1. Найти общее решение уравнения 21''' xy −= .

Решение. Введем параметр t, положив 









 −∈=

2
,

2
 sin ππttx , тогда

tty coscos''' == .
Данное уравнение в параметрической форме имеет вид:

tytx cos'''  ,sin == .

Проинтегрируем полученное выражение

tdtdxydy 2cos''''' == , 
2

cos'' 12 c
tdty += ∫ , 





 ++= 12sin

2
1

2
1'' ctty ;

tdtcttdxydy cos2sin
2
1

2
1''' 1 





 ++== , 

2
coscos2sin

2
1cos

2
1' 2

1
c

dttctttty +




 ++= ∫ ,






 ++−+= 21

3 sincos
3
1cossin

2
1' ctctttty ;

tdtctcttttdxydy cossincos
3
1cossin

2
1' 21

3 




 ++−+== ,

2
cos2sin

2
1cos

3
1cos2sin

2
1

2
1 3

21
42 c

dttctctttty +




 ++−+= ∫ ,






 ++−−++−= 321 sin2cos

4
14sin

96
12sin

24
7

8
32cos

4
1

2
1 ctctcttttty .
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Общее решение в параметрической форме записывается










++−−++−=











 −∈=

, 
2

sin
2

2cos
8

4sin
192
12sin

48
7

16
32cos

8
1

2
,

2
sin

321 ctctcttttty

ttx ππ

где C1,C2,C3 – произвольные постоянные.

Пример 2. Найти частное решение уравнения 1'' 22 =−xy ,  y(0)=0,
y’(0)=1.

Решение. Решим задачу Коши. Для этого найдем общее решение за-
данного уравнения и, учитывая начальные условия, получим частное ре-
шение уравнения. Введем параметр t, положив R∈= ttx   ,sh . Тогда

tchtshy 222 1'' =+= , chty ='' .
Запишем заданное уравнение в параметрической форме:





=
=

,ch''
sh

ty
tx

имеем:
 tdtdxydy 2ch''' == , 1

2ch' ctdty += ∫ ,

( ) 11 2sh
4
1

2
12ch1

2
1' cttcdtty ++=++= ∫ ,

dttcttdxydy  ch2sh
4
1

2
1' 1 





 ++== ,

21 chch2sh
4
1cht

2
1 cdttcttty +





 ++= ∫ ,

21
3. shch

6
1ch

2
1sh

2
1 ctctttty +++−= .

Запишем общее решение уравнения в параметрической форме:







+++−=

=

.shch
6
1ch

2
1sh

2
1
sh

21
3. ctctttty

tx

Учитывая начальные условия, найдем C1 и C2. Если x=0, то sh t=0 или
( ) 0

2
1

=− −tt ee , откуда 00 =t . Подставляя в решение t=0, y(0)=0, y’(0)=1, по-

лучим 
3
1,1 21 == cc . Запишем частное решение уравнения в параметриче-

ской форме:







+++−=

=

.
3
1shch

6
1ch

2
1sh

2
1
sh

3. ttttty

tx
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Выразим t через x. Имеем ( ) xee tt =− −

2
1 , 0122 =−− tt xee , откуда

12 ++= xxet , ( )1ln 2 ++= xxt , 1ch 2 += xt .
Частное решение уравнения записывается

( ) ( )
3
11

6
11

2
11ln

2
1 3222 +++++−++= xxxxxxy .

2.2. Уравнения вида
( ) ( )xfy n = (6)

Данное уравнение  рассматривается как частный случай уравнения (5),
где f(x) непрерывная функция на (a,b).
Если принять ( )baxx ,∈=  в качестве параметра, то общее решение уравне-
ния (6) получим в форме: ( ) nn

nn cxcxcxcdxdxdxxfy +++++= −
−−∫ ∫ ∫ 1

2
2

1
1 .........

Общее решение  уравнения (6) в форме Коши имеет вид:

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ++−
−

+−
−

+= −
−

−
−

∫ ∫ ∫ ...
!2!1

...... 2
0

2
01

0

1
0

0 0 0

n
n

n
nx

x

x

x

x

x

xx
n
y

xx
n
y

dxdxdxxfy ( ) 000 ' yxxy +− ,

где ( ) ( )1
0000 ,...,',,, −∈ nyyybax  - любые числа.

Пример 3. Найти общее решение уравнения 
x

y 2cos
1'' =  .

Решение. Интегрируя первый раз, получим
1tg' cxy += .

Повторное интегрирование приводит к общему решению
21cosln cxcxy ++−= .

2.3. Уравнения вида

 ( ) ( )( ) 0,1 =− nn yyF (7)

Если данное уравнение разрешимо относительно ( )ny , т.е. ( ) ( )( )1−= nn yfy ,
то, вводя новую функцию ( )1−= nyu , приведем уравнение к виду ( )ufu =' .

Общий интеграл полученного уравнения имеет вид: ( )∫=+
uf

ducx 1    ( )( )0≠uf

или
( )1, cxu φ= , ( ) ( )11 , cxy n φ=− , ( ) nn

n cxcxcdxdxdxcxy ++++= −
−∫ ∫ ∫ 1

2
21

1-n

......,... φ .
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Если уравнение (7) имеет параметрическое представление ( ) ( )ty n ϕ= ,
( ) ( )ty n φ=−1 ,

то ( ) dxydy nn =−1 , 
( )

( )
( )
( ) dt
t
t

y
dydx n

n

ϕ
φ'1

==
−

,

откуда ( )
( ) ( )11 ,' ctcdt
t
tx ξ

ϕ
φ =+= ∫ .

Далее ( ) ( ) ( ) ( )
( ) dt
t

ttdxydy nn

ϕ
φφ '12 == −− , 

( ) ( ) ( )
( ) 2

'2 cdty t
ttn += ∫−

ϕ
φφ

, ( ) ( )dxydy nn 23 −− = ,

dxydy '= ,   ( )nn ccctcdxyy ,...,,,' 32η=+= ∫ .
Общий интеграл уравнения (7) записывается в параметрической форме:

( )
( )



=
=

. ,...,,,
,

32

1

ncccty
ctx

η
ξ

Пример 4. Найти общее решение уравнения 2''1''''' yyy += .

Решение. Пусть uy ='' , тогда 21' uuu += ,  dx
u

udu
=

+ 21
, 1

21 cxu +=+ ,

( ) 12
1 −+±= cxu , или ( ) 1'' 2

1 −+±= cxy .
Последовательным интегрированием находим

( ) ( ) ( ) 2
2

11
2

11 1ln
2
11

2
1' ccxcxcxcxy +



 −+++−−++±= ,

( )( ) ( ) ( ) ( ) 32
2

1
2

111

32
1 1

2
11ln

2
11

6
1 cxccxcxcxcxcxy ++



 −++−++++−−+±= .

Знак плюс соответствует общему решению для области 0'' >y , знак минус
– для области 0'' <y .

Пример 5. Найти решение задачи Коши 1'2'' =− yy ,  ( )
4
50 =y ,  ( ) 10' =y .

Решение. Пусть uy =' ,   тогда 12' =− uu ,   dx
u

du
=

+ 21
,   x

c
u
=+

1

21ln
2
1 ,

2
12

1 −= xecu  или 
2
1' 2

1 −= xecy .

Интегрируя полученное уравнение, находим общее решение:

2
2

1 2
1

2
1 cxecy x +−= .

Учитывая начальные условия, определим 1c  и 2c : 
2
3

1 =c , 
2
1

2 =c .

Частное решение уравнения запишется 
2
1

2
1

4
3 2 +−= xey x .
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2.4. Уравнения вида
( ) ( )( ) 0,2 =− nn yyF (8)

С помощью замены ( ) uy n =−2  уравнение (8) приводится к уравнению
второго порядка 0)'',( =uuF .

Если полученное уравнение разрешимо относительно функции u", то,
учитывая замену, получаем промежуточный интеграл вида:

( )( ) 0,,, 21
2 =− ccyx nφ ,

т.е. дифференциальное уравнение (n-2) порядка, которое интегрируется в
квадратурах.

Пример 6. Понизить порядок уравнения до первого порядка (решать
уравнение не требуется) 1'''' =−yy .

Решение. С помощью замены uy ='  приведем данное уравнение к
уравнению второго порядка 1'' =−uu , uu +=1'' .
Умножая на интегрирующий множитель '2u=µ , приходим к уравнению

')1(2'''2 uuuu += .
Интегрируя, получим первый интеграл уравнения

( )
1

2
2

2
12' cuu ++= ,   ( ) 1

22 1' cuu ++= .

Откуда находим общий интеграл вспомогательного уравнения
( ) 1

21' cuu ++±= ,   
( )

dx
cu

du
=

++
±

1
21

,    ( ) 1
2

2 11ln cuucx ++++=+ .

Возвращаясь от переменной u к 'y , получим уравнение первого порядка

( ) 1
2

2 '1'1ln cyycx ++++=+ .

§3. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ,
ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

Ниже приводятся некоторые виды дифференциальных уравнений
n-го порядка, допускающие понижение порядка.

3.1. Уравнения вида

 0),...,,( )()( =nk yyxF , (9)

т.е. уравнения, не содержащие явно искомой функции и ее производ-
ных до порядка k-1 включительно.
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С помощью замены ( ) ( )xpy k = , где ( )xp , новая неизвестная функция,

порядок уравнения понижается на k единиц: 0),...,',,( )( =−knpppxF .
Предположим, что для полученного уравнения мы можем найти общее
решение ),...,,,()( 21 kncccxxp −=ϕ .

Следовательно имеем промежуточный интеграл ),...,,,( 21
)(

kn
k cccxy −=ϕ .

Общее решение уравнения (9) получается путем k-кратного интегрирова-
ния обеих частей полученного выражения.

Пример 1. Найти частное решение уравнения

1''2''' 34 =+ yxyx , 
2
1)1( =y , 

2
1)1(' =y , 1)1('' −=y .

Решение. Данное уравнение не содержит y и y’. Положим ( )xpy ='' ,

тогда 
dx
dpy ='''  и уравнение имеет вид 12 34 =+ px

dx
dpx  или 4

12
x

p
xdx

dp =+ .

Это линейное уравнение первого порядка, которое решается заменой
)()()( xvxuxp = , ''' uvvup += . Производя замену получим:

 4
12''
x

uv
x

uvvu =++ ,   4
1'2'
x

uv
x
uuv =+




 + ,

откуда, с учетом возможности произвольного выбора функции u(x),










=

=+

.  1

02

4x
u

dx
dv

x
u

dx
du

Решая первое уравнение системы, найдем функцию 2
1
x

u = , из второго

уравнения – функцию 1
1 c
x

v +−= . Найдем функцию uvp = ,   2
1

3

1
x
c

x
p +−= .

Используя начальное условие 1)1()1('' −== py , получим 01 =c . Следова-

тельно, 3
1''
x

y −= , откуда 222
1' c
x

y += . Начальное условие 
2
1)1(' =y  позволяет

найти 02 =c . Следовательно, 22
1'
x

y = ,  32
1 c
x

y +−= . Из условия 2
1)1( =y

следует, что 13 =c .

Итак, искомое частное решение есть x
y

2
11−= .
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3.2. Уравнения вида

0),...,',( )( =nyyyF (10)

Уравнение (10) явно не содержит независимую переменную.

Подстановкой )(' ypy = , 
dy
dppy ='' , '''''' 22

2

2
2

2

pppp
dy

pdp
dy
dppy +=+





=  и т.д. по-

рядок уравнения понижается на единицу.

Пример 2. Найти общее решение уравнения 0''3'''' 2 =− yyy .

Решение. Пусть )(' ypy = , 
dy
dppy ='' , 2

2
2

2

''
dy

pdp
dy
dppy +




= . Тогда уравне-

ние преобразуется к виду 03
2

2
2

2
2

2

=




−









+





dy
dpp

dy
pdp

dy
dppp .

Приведя подобные члены и сократив на 2p  (при этом следует учесть те-

ряемое решение p=0, или y=c), получим: 02
2

2

2

=




−
dy
dp

dy
pdp ,  0'2'' 2 =− ppp .

Положив здесь z
dy
dp = , 

dp
dzz

dy
pd =2

2

, приводим уравнение к виду:

02 2 =− z
dp
dzpz .

Сократив на z (при этом следует учесть еще одно решение 0==
dy
dpz , т.е.

1cp =  и 21 cxcy += ), получим 02 =−
p
dp

z
dz , откуда 1

2 lnlnln cpz =− , или

2
1pc

dy
dpz −== . Интегрируя последнее уравнение, находим: 21

1 cyc
p

−−=− ,

или 21 cyc
dy
dx += .

Общий интеграл уравнения запишется 32
2

1 cycycx ++= .
В общее решение входят потерянные ранее частные решения.

3.3. Уравнения вида

0),...,',,( )1( =−nyyyxF
dx
d , (11)

т.е. уравнения, в которых левая часть может быть представлена как
полная производная по x от некоторой функции ),...,',,( )1( −nyyyxF .
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Интегрируя по x, получим новое уравнение, порядок которого на еди-
ницу ниже порядка исходного уравнения. Такие уравнения называются
уравнениями в точных производных.

Пример 3. Найти общее решение уравнения
( ) 32 '2''1 xxyyx =++ .

Решение. Левая часть уравнения есть полная производная по x от

функции ( ) '1 2 yx+ , а правая – от функции 
4

4x , т.е. уравнение можно перепи-

сать так: ′











=′′+

4
))1((

4
2 xyx

Отсюда интегрированием получаем ( )
44

'1 1
4

2 cxyx +=+  или ( )dx
x
cxdy 2
1

4

14 +
+= .

Следовательно, 2
13 arctg

44
1

12
1 cxcxxy ++−=  есть общее решение уравнения.

3.4. Уравнения вида

0),...,',,( )( =nyyyxF (12)

Однородные относительно функции и ее производных, т.е. такие, что
),...,',,(),...,',,( )()( nmn yyyxFyyyxF λλλλ = , 0>λ  однородности порядка m.

Подстановкой yzy ='  порядок уравнения понижается на единицу,
где )(xzz =  – новая неизвестная функция.

Пример 4. Найти общее решение уравнения 0'''' 2 =−− yyxyxyy .
Решение. Проверим однородность уравнения.

Пусть
'''')'',',,( 2 yyxyxyyyyyxF −−= ,

( ) ( )=−−=−−= '''''''')'',',,( 22 yyxyxyyyyyxyyxyyyxF λλλλλλλλλ
= ( )'',',,2 yyyxFλ ,   m=2.

Положим yzy =' ,  тогда ( ) ''''' 2' yzyzyzzyyzy +=+== , или ( )''' 2 zzyy += , и урав-
нение запишется ( ) 0' 222222 =−−+ zyzxyzzxy .
Сокращая на 2y  (при этом теряется решение y=0), находим 0' =−zxz  или

0=−
x

dx
z

dz , xcz 1= . Так как 
y
yz '= , то xycy 1'= , xdxc

y
dy

1= .

Откуда 2

2
1 ln
2

ln cxcy +=  или 2
2

2

1
xc

ecy =  – общее решение уравнения (со-
держит потерянное частное решение y=0, если 02 =c ).
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3.5. Уравнения вида

0),...,',,( )( =nyyyxF (12-А)

обобщенно – однородное, если существуют числа k и m такие, что:

),...,',,(),...,',,( )()(1 nmnnkkk yyyxFyyyxF λλλλλ =−− .

С помощью замены tex = , ktzey =  (при х>0, а при x<0 полагаем tex −= ),
где t – новая независимая переменная, ( )tzz =  – новая искомая функция.

Уравнение (12-А) приводится к уравнению, не содержащему незави-
симой переменной t и, следовательно, допускающему понижение порядка
на единицу.
Производные при замене преобразуются по формулам:

( ) ( )tktktktt ekzzekzee
dt
dze

dt
dyy 1' ' −−− +=





 +== ,

( ) ( ) ( )tkt ezkk
dt
dzk

dt
zde

dt
dyy 2

2

2

112 '  '' −−






−+−+==  и т.д.

Пример 5. Найти общее решение уравнения ( ) 0''' 34 =−+ yxyyx .
Решение. Положим ( ) ( )34 ''''',',, yxyyxyyyxF −+= .

Имеем
( )=−− '',',, 21 yyyxF kkk λλλλ  ( ) =−+ −− 31424 ''' yyxyx kkk λλλλλ  ( ) =−++ 3342 ''' yxyyx kk λλ

( )'',',,3 yyyxFλ=    (k=1),
откуда следует, что данное уравнение является обобщенно – однородным
(m=3, k=1 ).

Выполним замену tex = , tzey = . Тогда
zzy += '' , ( ) tezzy −+= '''' .

Отсюда
( ) ( )[ ] 0''' 34 =−+++ − tttt zezzeezze , 0'''' 3 =++ zzz .

Полученное уравнение явно не содержит независимой переменной t.

Пусть )(' zpz = , (
dz
dppz ='' ). Тогда

03 =++ pp
dz
dpp , 01 2 =





 ++ p

dz
dpp ,

откуда имеем два уравнения 01 2 =++ p
dz
dp

 и 0=p .
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Из второго уравнения 0=p  следует 0'=z , cz =  или cxy = .
Из первого уравнения:

dz
p

dp −=
+ 21

, zcp −= 1arctg , ( )zctgp −= 1 .

Поэтому
( )zctgz −= 1' , ( ) dtdzzcctg =−1 ,
( ) ctdzzcctg ln1 −=−∫  ( )0>c ,

( ) ctcz lnsinln 1 +−=− ,

( ) teccz −=− 21sin  ( )02 ≠c , teccz −+= 21 arcsin .

Учитывая замену zxy = , 
x

e t 1=− , находим 





 +=

x
ccxy 2

1 arcsin .

Если cc =1 , 02 =c , то имеем рассмотренное выше решение cxy = .

Замечание 1. В некоторых случаях найти решение дифференциально-
го уравнения методом понижения порядка в виде явной или неявной функ-
ции затруднительно, однако удается получить решение в параметрической
форме.

Пример 6 (к замечанию 1). Найти общее решение уравнения

( ) 1'ln21'' =+ yy .

Решение. Пусть ty =' , 
dx
dty ='' . Тогда уравнение примет вид

( ) 1ln21 =+ t
dx
dt

, или ( )dttdx ln21+= ,

откуда 1ln2 ctttx ++−= . Так как tdxdy = , то ( )dtttdy ln21+= ,

откуда 2
2 ln ctty += .

Общее решение запишется в параметрической форме:

( )




+=

++−=

.ln
ln21

2
2

1

ctty
cttx



15

§4. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка называется
уравнения вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxayxayxayxay nn
nnn =+++++ −

−− '... 1
2

2
1

1 . (13)

Здесь функции ( ) ( ) ( ) ( )xfxaxaxa n ,,...,, 21  заданы и непрерывны на интервале
( )ba, .
Если ( ) 0≡xf , то уравнение (13) называется линейным однородным,
если ( ) 0≠xf , то уравнение (13) называется линейным неоднородным,

или линейным уравнением с правой частью.

Краткая запись линейного неоднородного уравнения (13) имеет вид
( ) ( )xfyL = , где L  – линейный дифференциальный оператор n-го порядка, т.е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxayxayyL n
nn +++= − ...1

1 ,

определенный на множестве n раз непрерывно дифференцируемых на ( )ba,
функций.
Краткая запись линейного однородного уравнения соответственно имеет
вид ( ) 0=yL .

4.1. Решение линейных однородных и неоднородных дифферен-
циальных уравнений n-го порядка методом понижения порядка
уравнения.

Зная одно частное решение ( )xy1  линейного однородного уравнения,
можно с помощью замены искомой функции ( ) ( ) ( )∫= dxxzxyxy 1  понизить
его порядок, а следовательно, и порядок соответствующего неоднородного
уравнения (13) на единицу. Полученное уравнение (n-1)-го порядка отно-
сительно z также является линейным.

Пример 1.  Дано уравнение  xy
xx

yy
x

y =+−+
ln
1'''2'''  и известно частное

решение xy ln1 =  соответствующего однородного уравнения:

0
ln
1'''2''' =+−+ y

xx
yy

x
y .

Понизить порядок уравнения.
Решение. Выполним замену ∫= zdxxy ln , где z – новая неизвестная

функция. Тогда, подставляя соответствующие производные xzzdx
x

y ln1' += ∫ ,
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xz
x
zzdx

x
y ln'21'' 2 ++−= ∫ , xz

x
z

x
zzdx

x
y ln'''332''' 23 ++−= ∫  в данное уравнение, по-

лучим:
xzx

x
z

x
xxz =





 −+++ ln1'ln23ln'' 2 .

Порядок линейного неоднородного уравнения понижен на единицу.

Пример 2. Найти общее решение уравнения 0'2'' =++ yy
x

y , если

известно его частное решение 
x

xy sin
1 = .

Решение. Выполним замену ∫= zdx
x

xy sin , тогда

z
x

xzdx
x

xxxy sinsincos' 2 +−= ∫ ,

( ) ( )
∫+−−−+= zdx

x
xxxxz

x
xxxz

x
xy 3

2

2
cos2sin2sincos2'sin'' .

Имеем уравнение 0cos2sin' =+ xzxz , решая которое найдем функцию

x
cz 2

1

sin
= .

Следовательно, ( )
x

xc
x

xcxcc
x

x
x

dxc
x

xy cossinctgsin
sin

sin
12122

1 −=−== ∫ .

Общее решение уравнения: 
x

xc
x

xcy cossin
12 −= .

§5. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Линейное однородное уравнение n-го порядка имеет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0'... 1
2

2
1

1 =+++++ −
−− yxayxayxayxay nn

nnn (14)
или ( ) 0=yL .

Общее решение линейного однородного уравнения (14) записывается

( ) ( ) ( )xycxycxycy nn+++= ...2211 ,

где nccc ,...,, 21  – произвольные постоянные, а ( ) ( ) ( )xyxyxy n,...,, 21  – фундамен-
тальная система частных решений уравнения (14).

Для линейного однородного дифференциального уравнения второго
порядка

( ) ( ) 0''' 21 =++ yxayxay
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общее решение имеет вид:
( ) ( )xycxycy 2211 += ,

где ( )xy1  и ( )xy2  – два линейно независимых решения (фундаментальная сис-
тема).

Если для такого уравнения известно одно частное решение ( )xy1 , то
второе его частное решение ( )xy2  линейно независимое с первым, можно
найти по формуле, являющейся следствием формулы Лиувилля – Остро-
градского

( ) ( )
( )

( ) dx
xy

exyxy
dxxa

∫
∫−

= 2
1

12

1

.

Таким образом, общее решение исходного уравнения имеет вид:
( )

( ) dx
xy

eycycy
dxxa

∫
∫−

+= 2
1

1211

1

и называется формулой Абеля.

Пример 1. Найти общее решение уравнения ( ) 02'2''1 2 =+−− yxyyx .
Решение. Непосредственной проверкой убеждаемся, что это уравне-

ние имеет частное решение xy =1 . Найдем общее решение с помощью

формулы Абеля, заметив, что ( ) 21 1
2
x
xxa

−
−= .

( ) ( ) =





+

+
−

+±=
−

=== ∫∫∫∫
−−∫

−
dx

xxx
x

xx
dxxdx

x
exdx

x
exy

xdx
x
x

12
1

12
11

1 2222

1ln

2

1
2

2

2
2









−
++±

x
x

x
x

1
1ln

2
11

.

Общее решение имеет вид: 




 ±

−
++= 1

1
1ln

2
1

21 x
xxcxcy .

§6. ЛИНЕЙНОЕ ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Линейным однородным уравнением n-го порядка с постоянными коэф-
фициентами называется уравнения вида:

( ) ( ) ( ) 0...2
2

1
1 =++++ −− yayayay n

nnn , (15)

где naaa ,...,, 21  – некоторые действительные числа.
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Для нахождения частных решений составляют характеристическое
уравнение

0... 1
1

1 =++++ −
−

nn
nn akakak , (16)

которое получается из уравнения (15), если искать частные решения этого
уравнения в виде kxey =  (метод подбора решений).

Уравнение (16) является уравнением n-й степени и имеет n корней
действительных или комплексных, среди которых могут быть и равные.

Частные решения уравнения (15) зависят от вида корней характери-
стического уравнения (16), и при их нахождении полезно использовать
следующую табл. 1.

Таблица 1
Характер корня характеристического

уравнения (16)
Частные решения
уравнения (15)

1) k – простой вещественный
корень

kxe
2) k – вещественный корень
кратности r

kxrkxkxkx exexxee 12 ,...,,, −

3) iβα ±  – комплексно сопряженные
корни

xexe xx ββ αα sin,cos

4) iβα ±  – комплексно сопряженные
корни кратности r

( )

( ) xexxxe

xe

xexxxe

xe

xrx

x

xrx

x

ββ

β

ββ

β

αα

α

αα

α

sin,...,sin        

,sin

cos,...,cos        

,cos

1

1

−

−

Общее решение уравнения (15) записывается

nnnn ycycycycy ++++= −− 112211 ... ,

где nyyy ,...,, 21  – n частных линейно независимых решений, образующих
фундаментальную систему, а nccc ,...,, 21  – произвольные постоянные.

Пример 1. Найти общее решение уравнения  04'4''''' =−+− yyyy .
Решение. Запишем характеристическое уравнение и найдем его корни.

04423 =−+− kkk ,   ( ) ( ) ,01412 =−+− kkk  ( )( ) 0142 =−+ kk ,   11 =k ,   ik 23,2 ±= .
Все корни простые, следовательно, согласно табл. 1 соответствующие ча-
стные решения запишутся:  xyxyey x 2sin,2cos, 321 === .
Общее решение имеет вид:  xcxcecy x 3sin2cos 321 ++= .
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Пример 2. Найти общее решение уравнения  0'''9V =+ yy .
Решение. Напишем характеристическое уравнение 09 35 =+ kk , где

01 =k  корень кратности 3=r , ik 33,2 ±= .
Частные решения:  10

1 == xey ,  xy =2 ,  2
3 xy = ,  xy 3cos4 = ,  xy 3sin5 = .

Общее решение:   xcxcxcxccy 3sin3cos 54
2

321 ++++= .

Пример 3. Найти частное решение уравнения  0'3''3''' =−+− yyyy , удов-
летворяющее начальным условиям ( ) ( ) ( ) 30'',20',10 === yyy .

Решение. Характеристическое уравнение 0133 23 =−+− kkk  имеет
единственный корень k=1 кратности r=3, поэтому частные решения запи-
шутся xxx exyxeyey 2

321 ,, === . Следовательно, ( ) xexcxccy 2
321 ++=  – общее

решение уравнения.
Для определения произвольных постоянных найдем производные

( ) ( ) xx exccexcxccy 32
2

321 2' ++++= ,   ( ) ( ) xxx ecexccexcxccy 332
2

321 222'' +++++= .
Подставляя начальные условия, получим систему уравнений:







=++
=+

=

. 32
2

1

321

21

1

ccc
cc

c

Откуда 0,1,1 321 === ccc . Следовательно искомое частное решение имеет вид
( ) xexy += 1 .

Пример 4. Найти общее решение уравнения
04884 IIIIIIVVVI =+−+− yyyy .

Решение. Составим характеристическое уравнение
04884 23456 =+−+− kkkkk

и найдем его корни.
Имеем  ( ) 04884 2342 =+−+− kkkkk , ( ) 084444 23242 =−+−++ kkkkkk , ( ) 022 222 =+− kkk .
Откуда ikkikkkk −==+==== 1,1,0 654321 .
Частные решение имеют вид:   xxexxexexex xxxx sin  ,cos  ,sin  ,cos  ,  ,1 .
Общее решение запишется:   ( )xxcxxcxcxcexccy x sincossincos 654321 +++++= .

Пример 5. Найти общее решение уравнения  02V =+ yy .
Решение. Корни характеристического уравнения 025 =+k  находим по

формуле

( ) 




 +++=+=−=

5
π2πsin

5
π2πcos2sinπcosπ22 555 kikik ,

при 4,3,2,1,0=k  имеем:
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




 +=

5
πsin

5
πcos25

1 ik , 




 +=

5
π3sin

5
π3cos25

2 ik , ( )sinπcosπ25
3 ik += ,






 −=

5
π3sin

5
π3cos25

4 ik , 




 −=

5
πsin

5
πcos25

5 ik ,

5
1 2=k , 





 ±=

5
sin

5
cos52

3,2
ππ ik , 





 ±=

5
3sin

5
3cos52

5,4
ππ ik .

Частные решения запишутся:

xey
5 2

1
−= ,  xey

x





=

5
πsin2cos 55

πcos2

2

5

,  xey
x






=

5
πsin2sin 55

πcos2

3

5

,

xey
x






=

5
π3sin2cos 55

π3cos2

4

5

,  xey
x






=

5
π3sin2sin 55

π3cos2

5

5

.

Общее решение:

+










+





+= − xcxceecy

xx

5
πsin2sin

5
πsin2cos 5

3
5

2
5
πcos22

11

5
5












+





+ xcxce

x

5
π3sin2sin

5
π3sin2cos 5

5
5

4
5
π3cos25

.

§7. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Структура общего решения линейного неоднородного уравнения
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxayxay n

nn =+++ − ...1
1 , (17)

где ( ) ( )xaxa n,...,1  переменные или постоянные коэффициенты, имеет вид:
*yyy += .

Здесь y  – общее решение линейного однородного уравнения ( ) 0=yL , со-
ответствующего данному уравнению, а *y  – произвольное частное реше-
ние неоднородного уравнения ( ) ( )xfyL = .
Методы нахождения y  рассмотрены в §6.

Рассмотрим общий метод нахождения произвольного частного реше-
ния *y  методом Лагранжа.

7.1. Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа)

Линейное уравнение с постоянными или переменными коэффициен-
тами и с любой правой частью ( )xf  можно решить методом вариации про-
извольных постоянных, если известно общее решение линейного однород-
ного уравнения y .
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Пусть известна фундаментальная система решений nyyy ,...,, 21  соответ-
ствующего однородного уравнения, его общее решение имеет вид

nn ycycycy +++= ...2211 .
Тогда частное решение неоднородного уравнения следует искать в виде

( ) ( ) ( ) nn yxcyxcyxcy +++= ...* 2211 ,
где ( ) ( ) ( )xcxcxc n,...,, 21  – неизвестные функции, которые определяются из
системы уравнений

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













=+++

=+++

=+++
=+++

−−−

−−−

),('...''

0'...''

..........................................     
0''...''''
0'...''

11
22

1
11

22
22

2
11

2211

2211

xfyxcyxcyxc

yxcyxcyxc

yxcyxcyxc
yxcyxcyxc

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn

(*)

где )(xf  – правая часть уравнения.

Пример 1. Найти общее решение уравнения  x
x
yy =− ''' .

Решение. Найдем общее решение однородного уравнения 0''' =−
x
yy .

Так как 
xy

y 1
'
'' = , то xcycxy 11 ',lnln'ln =+= ,  2

2
1 cxcy +=  или 2

2
1 cxcy +=  –

общее решение.
Запишем ( ) ( )xcxxcy 2

2
1* +=  – частное решение данного уравнения. Соста-

вим систему уравнений (*) для нахождения ( )xc1  и ( )xc2 :
( ) ( )
( ) ( )




=+
=+

xxcxxc
xcxxc

0''2
01''

21

2
2

1  или 




=
=+

.'2
0''

1

2
2

1

xxc
cxc

Решая систему, находим 
2
1'1 =c , 2

2 2
1' xc −= , откуда в результате интегриро-

вания получим:
( ) ( ) 111 22

1' cxdxdxxcxc +=== ∫∫   (будем считать 01 =c  т.к. находим  част-

ное  решение),

( ) ( ) 2

3
2

22 62
1' cxdxxdxxcxc +−=−== ∫∫   (будем считать 02 =c ).

Частное решение запишется ( ) ( ) 1
62

*
3

2
2211

xxxyxcyxcy −=+=  или

362
*

333 xxxy =−=  .

Общее решение данного уравнения: *yyy += , т.е.  
3

3

2
2

1
xcxcy ++= .



22

Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения

xe
yy

+
=−

1
1''' ,

удовлетворяющее начальным условиям 2',1
00

==
== xx

yy .
Решение. Общее решение данного уравнения запишется *yyy += .

Найдем y  – общее решение соответствующего линейного однородного
уравнения 0''' =−yy . Корни его характеристического уравнения 02 =− kk

вещественные разные 1,0 21 == kk , тогда xeccy 21 += . Запишем
( ) ( ) xexcxcy 21* += .

Составим систему (*) для нахождения ( )xc1  и ( )xc2

( ) ( )

( ) ( )





+
=+

=+

x
x

x

e
excxc

excxc

1
1'0'

0'1'

21

21

 или    






+
=

=+

x
x

x

e
ec

ecc

1
1'

0''

2

21
 ,

откуда получаем   ( ) xe
xc

+
−=

1
1'1 ,   ( ) ( )xx ee

xc
+

=
1
1'2 .

Следовательно,
( ) ( )x

x ex
e

dxxc ++−=
+

−= ∫ 1ln
11 ,

( ) ( ) ( )xx
xx exe

ee
dxxc ++−−=
+

= ∫ 1ln
12 .

Запишем   ( ) ( )[ ]xxxx exeeexy ++−−+++−= − 1ln1ln* .
Общее решение:  ( ) ( )xxxxx eexeexeccy ++−−++−+= 1ln11ln21  или

( ) ( ) ( )xxx eexxcecy +++−−+= 1ln121    ( 111 −= cc ).
Для определения частного решения найдем производную

( )[ ]xx excey ++−+−= 1ln1' 2 .
Подставляя значения 2',1,0 === yyx  в выражение

( ) ( ) ( )xxx eexxcecy +++−−+= 1ln121  и ( )[ ]xx excey ++−+−= 1ln1' 2 ,
получим систему





++−=
++=

.2ln12
2ln21

2

21

c
cc

Откуда ..2ln3,2ln2 21 −=−−= cc   Искомое частное решение запишется:
( ) ( ) ( ) 2ln21ln12ln3 −−+++−−+−= xxx eexexy .

Пример 3. Найти общее решение уравнения
xy

x
y

x
y

x
y =−+− 32

6'6''3''' .

Решение. Структура общего решения имеет вид *yyy += .

Найдем y  - общее решение уравнения 06'6''3''' 32 =−+− y
x

y
x

y
x

y .
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Решение будем искать в виде многочлена naxy =  методом подбора. Непо-
средственной проверкой убедимся, что многочлены 3

3
2

21 ,, xyxyxy ===
являются решениями уравнения и образуют фундаментальную систему
решений. Тогда  3

3
2

21 xcxcxcy ++= .
Методом Лагранжа найдем частное решение *y  данного уравнения, т.е.

( ) ( ) ( ) 3
3

2
21* xxcxxcxxcy ++= .

Составим систему (*) для определения ( ) ( ) ( )xcxcxc 321 ,, :
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )







=+

=++

=++

xxxcxc

xxcxxcxc
xxcxxcxxc

6'2'

03'2'1'

0'''

32

2
321

3
3

2
21

 или 








=+

=++

=++

.   '6    '2     

0 '3'2'

0'''

32

2
321

3
3

2
21

xxcc

xcxcc
xcxcxc

Решая систему, получим ( ) ( ) ( )
x

xcxxcxxc
2

1' ,' ,
2
1' 32

3
1 =−== , откуда

 ( ) 5
1 5

1 xxc = , ( ) 3
2 3

2 xxc −= , ( ) xxc =3 .

Частное решение запишется 73235

15
8

3
2

5
1* xxxxxxxy =+−= .

Следовательно, общее решение имеет вид: 73
3

2
21 15

8 xxcxcxcy +++= .

§8. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравнение
с постоянными коэффициентами, т.е. уравнения вида

( ) ( ) ( )xfyayayay nn
nn =++++ −

− '... 1
1

1 , (17)

где ( )niai ,...,2,1=  - действительные числа, а ( ) 0≠xf .
Общее решение уравнения (17) записывается в виде *yyy += , где y

– общее решение ( ) 0=yL . соответствующего данному, *y  – любое частное
решение уравнения ( ) ( )xfyL = .
Общее решение y  находится с помощью  табл. 1.

Для отыскания *y  в общем случае можно воспользоваться методом
Лагранжа вариации произвольных постоянных.

В частных случаях, когда функция ( )xf  в уравнении (17) имеет специ-
альный вид, частное решение находится методом неопределенных коэф-
фициентов (метод подбора частного решения). При этом используют табл. 2.
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Таблица 2

Вид правой части
уравнения (17)

Корни
характеристического
уравнения ( ) 0=yL .

Вид частного решения
уравнения (17)

( ) ( )xPexf m
xα=

1) α – не является
корнем характеристи-
ческого уравнения

2) α – корень харак-
теристического урав-
нения кратности r

1)
( )xQey m

xα=*
2)

( )xQexy m
xr α=*

( ) xBxAxf ββ sincos +=

1) iβ± – не является
корнем характеристиче-
ского уравнения

2) iβ± – корень ха-
рактеристического
уравнения кратности r

1)
xNxMy ββ sincos* +=

2)
( )xNxMxy r ββ sincos* +=

( ) ( )[ += xxPexf m
x βα cos
( ) ]xxPn βsin+

1) iβα ± – не являет-
ся корнем характери-
стического уравнения

2) iβα ± – корень ха-
рактеристического
уравнения кратности r

1)
( ) ( )[ ]xxNxxMey kk

x ββα sincos* +=

2)
( ) ( )[ ]xxNxxMexy kk

xr ββα sincos* +=

Замечание 1 (к табл. 2). ( ) k
kk xAxAxAAxM ++++= ...2

210 ,
( ) k

kk xBxBxBBxN ++++= ...2
210 , где k – наибольшее из чисел m и n.

Замечание 2. Если ( ) ( ) ( )xfxfxf 21 += , то *** 21 yyy += , где *1y  соответ-
ствует ( )xf1 , а *2y  - ( )xf2 .

Замечание 3. Многочлены ( )xQm  должны быть  полными (т.е. содер-
жать все степени x, от 0 до m). Если в выражение функции ( )xf  входит хо-
тя бы одна из функций xβcos  или xβsin , то в *y  нужно всегда вводить обе
функции.

Пример 1. Записать вид частного решения уравнения ( )xfyy =− ''''' , если
а) ( ) 2=xf ;   б) ( ) 523 2 +−= xxxf ;   в) ( ) xexf 32 −= ;   г) ( ) xxexf 2= ;   д) ( ) xxf 2sin3= ;
е) ( ) xxxf 2cos5sin3 +=    ж) ( ) xxxxf 2cos52sin +=

Решение. Характеристическое уравнение запишется 023 =− kk , имеем
корни 1,0 32,1 == kk .
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Запишем частные решения уравнения в общем виде (не находя коэффициен-
тов):
а) 2* Axy = ; б) ( )CBxAxxy ++= 22* ; в) xAey 3* −= ; г) ( ) xeBAxxy +=* ;
д) xBxAy 2sin2cos* += ; е) xDxCxBxAyyy 2sin2cossincos*** 21 +++=+= ;
ж) ( ) ( ) xDCxxBAxy 2sin2cos* +++= .

Пример 2. Найти общее решение уравнения xxyy +=+ 2IV '' .
Решение. Характеристическое уравнение 024 =+ kk , его корни

ikk ±== 4,32,1 ,0 .
Общее решение соответствующего однородного уравнения запишется

xcxcxccy sincos 4321 +++= .
Частное решение имеет вид  ( ) 23422* CxBxAxCBxAxxy ++=++= .

Для определения неизвестных коэффициентов A,B,C вычислим произ-
водные от *y :  32 432*' AxBxCxy ++= ,  21262'*' AxBxCy ++= ,  AxBy 246''*' += ,

Ay 24*IV =
и подставим в уравнение xxyy +=+ 2IV '' . Из полученного тождества

24А+2С+6Вх+12Ах2≡х2+х
определим коэффициенты A,B,C двумя методами:
1) уравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x , получим







=+
=
=

,0224
16
112

CA
B
A

откуда .1,
6
1,

12
1 −=== CBA

2) зададим x  произвольные значения.
Пусть 02240 =+⇒= CAx ,

.21262241
,01262241

=+++⇒=
=+−+⇒−=

ABCAx
ABCAx

Решая полученную систему, найдем 1,
6
1,

12
1 −=== CBA . При определе-

нии коэффициентов используется или первый или второй метод, а иногда
уместно применить одновременно оба.

Частное решение запишется 23
4

6
1

12
xxxy −+=∗ . Следовательно,

126
1sincos

4
32

4321
xxxxCxCxCCy ++−+++=  есть общее решение уравнения.
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Пример 3. Найти частное решение дифференциального уравнения
)cos(sin42 xxyyy +=′+′′−′′′ , удовлетворяющее начальным условиям:

.1,0,1
000

−=′′=′=
=== xxx

yyy
Решение. Запишем характеристическое уравнение и найдем его корни:

.1,0,02 321
23 ====+− kkkkkk  Общее решение однородного уравнения

имеет вид .)( 321
xexCCCy ++=  Запишем частное решение .sincos xBxAy +=∗

Вычислим производные:
xBxAy cossin)( +−=′∗ , xBxAy sincos)( −−=′′∗ ,  ;cossin)( xBxAy −=′′′∗

после подстановки )(,)(,)(, ′′′′′′ ∗∗∗∗ yyyy   в левую часть данного уравне-
ния получим xxxBxA sin4cos4sin2cos2 +≡+  – тождество, из которого

xxyBA sin2cos2;2,2 +=== ∗  - частное решение. Общее решение неодно-
родного уравнения ∗+= yyy  или .sin2cos2)( 321 xxexCCCy x ++++=
Найдем частное решение, соответствующее заданным начальным услови-
ям. Продифференцируем последовательно два раза общее решение и полу-
чим три равенства:

[ ]
[ ] ).sin(cos2)2(

),cossin(2)1(

,sin2cos2)(

32

32

321

xxexCCy
xxexCCy

xxexCCCy

x

x

x

+−++=′′
+−+++=′

++++=

Подставляя начальные условия 1,0,1,0 −=′′=′== yyyx  в эти равенства по-
лучим, систему уравнений с неизвестными .,, 321 CCC







−+=−
++=
++=

,221
20
21

32

32

21

CC
CC

CC

откуда  .3,5,4 321 =−== CCC  Следовательно,  )sin(cos2)35(4 xxexy x +++−+=
– искомое частное решение данного уравнения, удовлетворяющее задан-
ным начальным условиям.

§ 9. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, СВОДЯЩИЕСЯ
К ЛИНЕЙНЫМ УРАВНЕНИЯМ

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

9.1. Уравнение Эйлера
Уравнение вида

 ,01
)1(1

1
)( =+′+++ −

−− yayxayxayx nn
nnnn Κ  (18)

 где constai =  ).,,2,1( ni Κ=  Заменой tex =  (или tex −=  при 0<x ) уравнение
сводится к линейному уравнению с постоянными коэффициентами. На
практике решение уравнения Эйлера ищут в виде .)( rrtrt xeey ===  Для на-
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хождения r  получают характеристическое уравнение. Простому корню 1r
соответствует решение 1rx , а m-кратному корню 1r  – m линейно независи-
мых решений вида .)(ln,,)(ln,ln, 12 1111 −mrrrr xxxxxxx Κ  Если коэффициенты
уравнения действительны, а характеристическое уравнение имеет ком-
плексно сопряженные корни 000 βα ir ±=  кратности µ , то уравнение Эйлера
имеет µ2  линейно независимых решений вида

).lnsin()(ln,),lnsin(ln),lnsin(

),lncos()(ln,),lncos(ln),lncos(

0
1

00

0
1

00

000

000

xxxxxxxx

xxxxxxxx
βββ

βββ
µααα

µααα

−

−

Κ

Κ

9.2. Уравнение Лагранжа

Уравнение вида

ΚΚ ,0)()()( 1
)1(1

1
)( =+′++++++ −

−− yaybaxaybaxaybax nn
nnnn (19)

где ).,,2,1(,, niconstaba i Κ== Заменой tebax =+  уравнение Лагранжа сво-
дится к линейному уравнению с постоянными коэффициентами.

9.3. Уравнение Чебышева

Уравнение вида

 ,0)1( 22 =+′−′′− ynyxyx  (20)

где .constn = . Заменой tx cos= (при x <1) уравнение Чебышева сводится к

уравнению .02
2

2

=+ yn
dt

yd

9.4. Линейное однородное уравнение второго порядка

Уравнение вида

( ) 0)(21 =+′+′′ yxayxay (21)

с помощью замены ∫−⋅= dxxaeuy )(12
1

 сводится к уравнению ,0)( =+′′ uxQu

где ).(
2
1)(

4
1)()( 1

2
12 xaxaxaxQ ′−−=  Последнее является уравнением с посто-

янными коэффициентами или уравнением Лагранжа, если cxQ =)(  или

),,(,
)(

)( 2 constcba
bax

cxQ =
+

= соответственно.
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Пример 1. Найти общее решение уравнения Эйлера .0452 =+′+′′ yyxyx
Решение. Будем искать решение уравнения Эйлера в виде rxy = , то-

гда получим: ,045)1( 122 =++− −− rrr xxrxxrrx    ,044,045)1( 2 =++=++− rrrrr
221 −== rr  - двукратный корень характеристического уравнения. Поэтому

общее решение имеет вид:   .ln2
2

2
1 xxCxCy −− +=

Пример 2. Найти общее решение уравнения Чебышева
).1(04)1( 2 <=+′−′′− xyyxyx

Решение. Выполним замену )),,0((cos π∈= ttx  тогда

×





⋅+





 −=










 −==′′






 −=⋅==′

t
t

dt
dy

tdt
yd

dx
dt

tdt
dy

dt
d

dx
ydy

tdt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dyy

22

2

2

2

sin
cos

sin
1

sin
1

,
sin
1

t
t

dt
dy

tdt
yd

t 322

2

sin
cos

sin
1

sin
1 ⋅−⋅=





 −× ,

получим 042

2

=+ y
dt

yd , откуда +=+= )arccos2cos(2sin2cos 121 xCtCtCy

.12)12()arcsin2sin( 2
2

2
12 xxCxCxC −+−=+

Пример 3. Найти общее решение уравнения  .0)6(2 2 =++′+′′ yxyxy
Решение. Имеем уравнение вида (21). Найдем )(xQ :

52
2
14

4
16)(

2
1)(

4
1)()( 22

1
2
12 =⋅−⋅−+=′−−= xxxaxaxaxQ .

Заменой 




 −⋅= ∫ xdxuy 2

2
1exp  данное уравнение сводится к уравнению

.05 =+′′ uu
Составим характеристическое уравнение .5,05 2,1

2 ikk ±==+  Общее реше-

ние запишется  ).5sin5cos( 21
2

2

xCxCey
x

+⋅=
−

§10. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ РЯДОВ

В некоторых случаях, когда интегрирование дифференциального
уравнения в элементарных функциях невозможно, решение такого уравне-
ния ищут в виде степенного ряда

 ∑
∞

=

−=
0

0 .)(
n

n
n xxcy (22)
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Неопределенные коэффициенты ),2,1,0( Κ=ncn  находят подстановкой
ряда в дифференциальное уравнение и приравниванием коэффициентов
при одинаковых степенях разности ( )0xx −  в обеих частях полученного ра-
венства.  Если удается найти все коэффициенты ряда, то полученный ряд
определяет решение во всей своей области сходимости.
В тех случаях, когда для уравнения ),( yxfy =′  требуется решить задачу
Коши при начальных условиях 0

0
yy

xx
=

=
, решение можно искать с помо-

щью ряда Тейлора: ,)(
!

)(
0

0
0

)(

∑
∞

=

−⋅=
n

n
n

xx
n

xy
y  где 00 )( yxy = , ),,()( 000 yxfxy =′  а

дальнейшие производные )( 0
)( xy n  находим последовательным дифферен-

цированием исходного уравнения и подстановкой вместо
Κ,,, yyx ′ значений  Κ,,, 000 yyx ′  .

Аналогично с помощью ряда Тейлора можно интегрировать и уравне-
ния высших порядков.

Пример 1. Найти общее решение уравнения .02 =−′′ yxy
Решение. Будем искать решение этого уравнения в виде ряда

ΚΚ +++++= n
n xCxCxCCy 2

210  .
Подставляя y  и y ′′  в исходное уравнение, находим

[ ]
[ ] .0                                 

)1)(2(342312
2

210
2

1
2

432

≡+++++−

−+++++⋅+⋅+⋅ +

ΚΚ

ΚΚ
n

n

n
n

xCxCxCCx

xCnnxCxCC

Сгруппируем члены с одинаковыми степенями :x

[ ] .0)3)(4(2312
0

2
4

2
32 ≡−+++⋅+⋅ ∑

∞

=

+
+

n

n
nn xCCnnxCC

Приравнивая к нулю все коэффициенты полученного ряда (чтобы уравне-
ние обратилось в тождество), находим ;032 == CC

).,2,1,0(
)4)(3(4 Κ=

++
=+ n

nn
CC n

n  Последнее соотношение позволяет найти по-

следовательно все коэффициенты искомого разложения ( 0C  и 1C  остаются
произвольными и считаются произвольными постоянными интегрирования):

).,2,1,0(0

;
)14(49854

;
4)14(8743

3424

1
14

0
4

Κ
ΚΚ

===
+⋅⋅⋅⋅⋅

=
⋅−⋅⋅⋅⋅⋅

=

++

+

kCC
kk

CC
kk

CC

kk

kk

Таким образом, .
)14(498544)14(8743 0

14

1
0

4

0 ∑∑
∞

=

+∞

= +⋅⋅⋅⋅⋅
+

−⋅⋅⋅⋅⋅
=

k

k

k

k

kk
xC

kk
xCy

ΚΚ
Полученные ряды сходятся на всей числовой оси и определяют два линей-
но независимых частных решения исходного уравнения.
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Пример 2. Проинтегрировать приближенно с помощью ряда Тейлора
уравнение ,2yxy +=′′ .1)0(,0)0( =′= yy  Найти четыре первых (отличных от
нуля) члена разложения.

Решение. Дифференцируя уравнение  ,2yxy +=′′  имеем
.682,62,22,21 2)4()6()5(2)4( yyyyyyyyyyyyyyyyyy ′′+′′′′+=′′′+′′′=′+′′=′+=′′′

При 0=x  получаем
 ,0)0(,2)0(,1)0(,0)0(,1)0(,0)0( )5()4( ===′′′=′′=′= yyyyyy  .16)0()6( =y

Решение имеет вид ΚΚ ++++=++++=
45126!6

16
!4

2
!3!1

643543 xxxxxxxxy  .

§11. УРАВНЕНИЕ БЕССЕЛЯ

Уравнением Бесселя называется дифференциальное уравнение вида

,0)( 222 =−+′+′′ ynxyxyx (23)

где constn = .
Решение уравнения определяют в виде произведения некоторой степени x

на степенной ряд ∑
∞

=

=
0k

k
k

r xaxy .

Коэффициент 0a  мы можем считать отличным от нуля ввиду неопределен-
ности показателя x.

Перепишем ∑
∞

=

+=
0k

kr
k xay  и найдем производные:

.)1)((,)(
0 0

21∑ ∑
∞

=

∞

=

−+−+ −++=′′+=′
k k

kr
k

kr
k xakrkryxakry

Подставим эти выражения в уравнение (23):

0)()()1)((
0

22

0

1

0

22 =−+++−++ ∑∑∑
∞

=

+
∞

=

−+
∞

=

−+

k

kr
k

k

kr
k

k

kr
k xanxxakrxxakrkrx .

Приравнивая к нулю коэффициенты при x  в степени krrrr +++ ,,2,1, Κ ,
получаем систему уравнений:

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]















=+−++−++

=−++++

=−+++

=−+−

−

ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ

ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ

  
0)()1)((

  
0)2()1)(2(

0)1()1(

0)1(

2
2

2
2

1
2

0
2

kk aankrkrkr

anrrr

anrrr

anrrr

, или 

[ ]
[ ]

[ ]















=+−+

=+−+

=−+

=−

−

ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ

ΛΛΛΛΛΛΛΛΛ

  
0)(

   
0)2(

0)1(

0)(

2
22

02
22
1

22
0

22

kk aankr

aanr

anr

anr

  .
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Рассмотрим равенство [ ] 0)( 2
22 =+−+ −kk aankr . Его можно переписать

в виде
( )( )[ ] 02 =+++−+ −kk aankrnkr .
По условию 00 ≠a , следовательно, nrnrnr −===− 21

22 ,,0 .

1. Пусть n  не равно целому числу.
Из системы уравнений последовательно определяются все коэффициенты

021 ,...;, aaa  остается произвольным.

Пусть r=n, тогда 10 =a , 01 =a  тогда ( )knk
a

a k
k +

−= −

2
2 , k=(2,3,…). Придавая раз-

личные значения k, найдем

( )













=
+++⋅⋅⋅⋅

−=

++⋅
=

+
−=

=== +

...)2,1(       ,
)22()42)(22(2642

11

,,
)42)(22(42

1,
)22(2

1
0,,0,0

2

42

1231

m
mnnnm

a

nn
a

n
a

aвообщеиaa

m
m

m

Κ
ΚΚ

Κ

Подставим найденные коэффициенты в решение уравнения ∑
∞

=

=
0k

k
k

r xaxy ,

получим частное решение









+

+++⋅⋅
−

++⋅
+

+
−= Κ

)62)(42)(22(642)42)(22(42)22(2
1

642

1 nnn
x

nn
x

n
xxy n .

Решение 1y , умноженное на некоторую постоянную 
)1(2

1
0 +

=
nГ

a n , называ-

ется функцией Бесселя первого рода n-го порядка и обозначается симво-
лом )(xJ n .
Решение 2y , соответствующее  значению r = -n, обозначают символом

)(xJ n−  и находят по формулам









+

+−+−+−⋅⋅
−

+−+−⋅
+

+−
−= − Κ

)62)(42)(22(642)42)(22(42)22(2
1

642

2 nnn
x

nn
x

n
xxy n .

Таким образом, при n , не равном целому числу, общее решение уравнения
(23) имеет вид: )()( 21 xJCxJCy nn −+= .
В выборе 0a  участвует гамма-функция )1( +Γ n , которая определяется не-
собственным интегралом

)0()(
0

1 >=Γ ∫
∞

−− ndxxen nx      (Г(n+1)=nГ(n)),

Κ,
8
15

2
7,

4
3

2
5,

2
1

2
3,

2
1 ππππ =





Γ=





Γ=





Γ=





Γ  .
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2. Если 0≥n  есть целое число, то первое решение 1y  будет иметь
смысл и являться первым частным решением уравнения (23), но второе
решение не будет иметь смысла, так как один из множителей знаменателя
в разложении обратится в нуль.
При целом положительном n  функция Бесселя имеет вид 1!2

1)( y
n

xJ nn ⋅
=

(а при 0=n , 1y  умножается на 1), т. е.









+

+++⋅⋅
−

++⋅
+

+
−= Κ

)62)(42)(22(642)42)(22(42)22(2
1

!2
)(

642

nnn
x

nn
x

n
x

n
xxJ n

n

n

или

∑
∞

=

+








+
−=

0

2

2)!(!
)1()(

m

mnm

n
x

mnm
xJ .

Можно показать, что второе частное решение в этом случае нужно ис-

кать в форме ∑
∞

=

−+=
0

ln)()(
k

k
k

n
nn xbxxxJxK .

Подставляя это выражение в уравнение (23), мы определим коэффициенты
kb . Функция )(xK n  с определенными таким образом коэффициентами ум-
ноженная на некоторое постоянное, называется функцией Бесселя второго
рода n-го порядка. Это и есть решение уравнения (23), образующее с пер-
вым линейно независимую систему.

Общее решение будет иметь вид: Y=C1In(x)+C2Kn(x).
Отметим, что   

∞→x
Lim Kn(x)=∞ следовательно, если мы хотим рассматривать

конечные решения при n = 0, то в общем решение нужно положить C2=0.

Пример1.  Найти функцию Бесселя при  n=0
Решение.

∑∑
∞

=

+∞

=

−=






+
−=

0
2

22

0 )!(4
)1(

2)(!
)1()(

m
m

mmmn

m

m

n m
xx

mnm
xI

⋅⋅⋅+
⋅⋅

−
⋅

+−= 23

6

22

42

0 )321(4)21(44
1)( xxxxI   .

Пример 2.  Решить уравнение 0)
4
1( 2'''2 =−++ yxxyyx .

Решение: Так как 
2
1=n , то общее решение уравнения имеет вид:

)()(
2
1

2
1 21 xICxICy −+= ,

где  =+
⋅⋅⋅⋅⋅

−
⋅⋅⋅

+
⋅

−⋅
Γ

= ...]
753642543232

1[
)(2

1)(
642

2
32

1
2
1

2
1

xxxxxI

 ...)
!7!5!3

(1
2
2 753

+−+−⋅= xxxx
xπ π

2sin ⋅=
x
x  .
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Точно так же получим:  
π
2cos)(

2
1

x
xxI =− .

Cледовательно, общее решение: 
x

xCxCy
π
2)cossin( 21 += .

§12. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ В ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ

Во многих физических задачах приходится искать решение диффе-
ренциальных уравнений не по заданным начальным условиям, а по их зна-
чениям на концах интервала.
Такие задачи получили название краевых (граничных) задач. Чтобы ре-
шить краевую задачу

),()()()()( 321 xfyxayxayxayL =+′+′′=  ,bxa ≤≤
,0)()( =′+ ayay βα  0)()( =′+ byby δγ ,

нужно найти общее решение данного уравнения и подобрать значения
произвольных постоянных, входящих в формулу общего решения так, что-
бы удовлетворились краевые условия.

В отличие от задачи Коши краевая задача не всегда разрешима, а если
разрешима, то не обязательно единственным образом.

Пример 1. Найти решение уравнения 0=′−′′ yy  удовлетворяющие
краевым условиям 1)1()1(,3)0( =′−= yyy .

Решение. Общее решение данного уравнения имеет вид xeCCy 21 += .
Подберем С1  и С2 так, чтобы удовлетворились заданные краевые условия,
т.е.  определим постоянные С1 и С2 из уравнений:





=−+
=+

. 1
3

221

21

eCeCC
CC

Отсюда  С1=1, С2=2.Таким образом, решением краевой задачи является
функция xey 21+= .

Пример 2. Найти частное решение уравнения: xeyyy =+− 22 ''' , удовле-

творяющее краевым условиям 2)()0( 2

ππ eyy =+ , 1)()0( 2
'' =+ πyy .

Решение. Общее решение данного уравнения линейного неоднород-
ного с постоянными коэффициентами имеет вид:

 )1sincos( 21 ++= xCxCey x .
Находим )cossin()1sincos( 2121

' xCxCexCxCey xx +−+++=  и используем крае-
вые условия. Получим систему уравнений для определения С1 и С2:
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







=++−+++

=+++

. 1)1()1(

)1()1(

21
2

21

2
2

2
1

CCeCC

eCeC
π

ππ

Решив эту систему, получим π

π

π

π
π

e
eC

e
eeC

+
−=

+
−−=

1
21  ;

1
1 2

2

2

1  т.е. искомым ча-

стным решением является функция )1sin
1

21cos
1
1(

22
+

+
−+

+
−−= x

e
ex

e
eeey x

π

π

π

π
π

.

§13. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

Задача1. Если тело медленно погружается в воду, то его скорость v и
ускорение w приближенно связаны уравнением vkqw −= , где q и k – посто-
янные.
Установить зависимость между пройденным путем s и временем t, если
при t=0 s=v=0.

Решение. Так как ускорение 2

2

dt
sdw =  и скорость dt

ds=v , то зависи-

мость между s и t выражается дифференциальным уравнением второго по-

рядка 
dt
dskq

dt
sd −=2

2
, не содержащим неизвестной функции S (см.

уравнение (9)).

Положив в нем v=
dt
ds  и 

dt
d

dt
sd v
2

2

= , получим дифференциальное урав-

нение первого порядка с разделяющимися переменными относительно не-
известной функции v(t):

vv kq
dt
d −= , или dt

kq
d =
− v

v ,

1)vln(1 Ctkq
k

+=−− .

Определим C1, учтя, что v(0)=0.  1ln1 Cq
k

=− . Подставив найденное значение

C1 в предыдущее равенство и решая его получим:

  k

kq
qt

1

)
v

ln(
−

=  или kte
kq

q =
− v

,
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откуда )1(v kte
k
q

dt
ds −−== . Разделим переменные и проинтегрируем обе

части равенства:  ∫ +−= −
2)1()( Cdte

k
qtS kt  или 22)( Ce

k
qt

k
qtS kt ++= − .

Из начального условия S(0)=0 определим C2:  220 C
k
q += , 22 k

qC −= .

Подставив найденное значение C2 в предыдущее равенство, получим

искомую зависимость:  )1()( 2 −+= −kte
k
qt

k
qtS .

Задача 2. Найти кривую, у которой радиус кривизны равен кубу нор-
мали; искомая кривая должна проходить через точку M(0;1) и иметь в этой
точке касательную, составляющую с осью Ох угол 45 градусов.

Решение. Так как радиус кривизны плоской кривой выражается фор-

мулой 
''

2' 2
3)1(

y
yR += , а длина нормали 2'1 yyN += , то дифференциальное

уравнение задачи имеет вид:
32'

''

2'

)1()1( 2
3

yy
y
y +=+ .

Отсюда, сократив на 2
3)1( 2'y+ ,приходим к уравнению: 13'' =⋅ yy  (см. уравне-

ние (10)).

Полагая 
dy
dppypy == '''   ; , получим уравнение: 13 =⋅ y

dy
dpp .

Интегрируя его, находим:  dyypdp 3−= , 1
22

2
1

2
1

2
1 Cyp +−= − , 2

1
2 −−= yCp .

Возвращаясь к переменной у, приходим к уравнению:  2
1

2' −−= yCy .
Произвольную постоянную С1 найдем из условия, что касательная в

точке M(0;1) составляет с осью OX  угол 45 градусов, т.е. 145 ' == Mytg ο  или
1)0(' =y . Следовательно, 1=С1–1, т.е.  C1=2. Таким образом, для определе-

ния y получено уравнение первого порядка y′2=2-y-2, откуда 
y

y
y

12 2
' −
= ;

разделяя переменные и интегрируя, получим

;
12 2

dx
y
ydy =

−
 ;

2
112

2
1

2
2 Cxy +=−   [ ]1)2(

2
1 2

2
2 ++= Cxy .

Произвольную постоянную C2 находим из условия прохождения кривой

через точку M(0;1), т.е. [ ];1)02(
2
11 2

2 ++⋅= C   C2=1.
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Следовательно, искомая кривая определяется уравнением:
y2=2x2+2x+1.

Задача 3. Материальная точка массы m движется по оси OX под дей-
ствием восстанавливающей силы, направленной к началу координат и
пропорциональной расстоянию движущейся точки от начала; среда, в ко-
торой происходит движение, оказывает движению точки сопротивление,
пропорциональное скорости движения. Найти закон движения.

Решение. Пусть x& – скорость точки, x&&– ее ускорение; на точку дей-
ствуют две силы: восстанавливающая F1= –ax и сила сопротивления среды
F2= –b x&. Согласно второму закону Ньютона имеем  axxbxm −−= &&& , или

0=++ axxbxm &&& . Имеем линейное однородное дифференциальное уравнение
второго порядка. Его характеристическое уравнение mk2+bk+a=0 имеет кор-

ни
m

mabbk
2

42

2,1
−±−=

1. Если b2 – 4ma>0, то корни – действительные, различные и оба отри-

цательные; вводя для них обозначения 1

2

1 2
4 r

m
mabbk −=−+−= ,

2

2

2 2
4 r

m
mabbk −=−+−= , находим общее решение уравнения движения в ви-

де trtr ececx 21
21

−− +=  (случай так называемого апериодического движения).
2. Если b2–4ma=0, то корни характеристического уравнения – дейст-

вительные равные r
m
bkk −=−==

221 . В этом случае общее решение уравне-

ния движения имеет вид
x=(C1+C2t)e-rt.

3. Если b2–4ma<0, характеристическое уравнение имеет комплексные

сопряженные корни  k1 = –α+βi, k 2= –α –βi, где 
m
b

2
=α , 

m
bam

2
4 2−=β . Общее

решение уравнений движения имеет вид
x=e-αt(C1cosβ t+C2sinβ t),  или   x=Ae-αtsin(β t+ϕ0),

где 2
2

2
1 CCA += , 

A
C1

0sin =ϕ ,   
A

C2
0cos =ϕ  (затухающие колебания).

Задача 4. Свободно висящая на крючке однородная цепь соскальзывает с
него под действием силы тяжести (трением можно пренебречь). Опреде-
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лить, за какое время соскользнет с крюка вся цепь, если в начальный мо-
мент цепь покоилась, длинна ее с одной стороны крюка была 10 м, а с дру-
гой – 8 м.

Решение. Пусть масса одного погонного метра цепи равна m. Обозначим
через x длину    большей части цепи, свешивающейся с крюка через время t
после начала движения. К центру тяжести цепи приложена сила
F=[x–(18–x)]mg . Масса всей цепи равна 18m, ее ускорение равно x&&. Итак
приходим к уравнению движения центра тяжести цепи: 18m x&&=(2x–18)mg ,

или x&&–
9
gx =–g. Это уравнение нужно интегрировать при начальных усло-

виях: x=10, x&=0 при t=0.
Имеем линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффициента-
ми (см. уравнение 17). Общее решение определим по формуле : x= x +x*.

Составим характеристическое уравнение k2–
9
g =0 и найдем его корни

k1,2= 3
g

± . Частное решение x*=A; после подстановки в уравнение находим

A=9. Таким образом, общее решение уравнения есть x= 933
21 +

−
+

t
g

t
g

eCeC .
Используя начальное условие, получим:







=−

=++

. 0))(
3

(

109

21

21

CC
g

CC

Откуда С1=С2= 2
1 . Следовательно x= )

3
(99

2

33
t

g
chee

tt
gg

+=++
−

.

Время за которое соскользнет вся цепь, определим из условия: x=18m  при

t=T. Следовательно, 18=9+ch(
3

gT ) или 9
2

33
=+

−
gTgT

ee
. Решая получен-

ное уравнение относительно T, находим T=(
g

3 ) )549ln( + ≈2,76 c.

Задача 5. Один конец пружины закреплен неподвижно, а к другому при-
креплен груз массы m , на который действует периодическая возмущаю-
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щая сила Hsin(ωt+ϕ), направленная по вертикали. При отклонении груза на
расстояние x от положения равновесия пружина действует на него с силой
kx (упругая сила пружины), направленной к положению равновесия; при
движении груза со скоростью v сила сопротивления среды равна bv (ω>0,
k>0, H>0, 0<b<m, ϕ – постоянные). Найти движение груза в установившем-
ся режиме и частоту возмущающей силы ωрез (резонансную частоту), при
которой амплитуда колебаний груза в установившемся режиме будет наи-
большей. Найти эту амплитуду.

Решение. Пусть x=x(t) – отклонение груза  от положения равновесия в мо-
мент времени t. Согласно второму закону Ньютона,
m x&&= –kx –b x&+Hsin(ωt+ϕ), откуда для определения закона движения груза
x=x(t) получаем неоднородное линейное уравнение вида:

)sin( ϕω +=++ t
m
Hqxxpx &&&

где p=
m
b , q=

m
k .

Запишем общее решение x(t)= x (t)+x*(t).Поскольку p>0, q>0, то x (t)→0

при ∞→t , а x*(t)= A(ω)sin (ω t+ϕ+α), где A(ω)=
2222 )( ωω pqm

H

+−
,

α=
q

parctg
−2ω
ω

. Частоту ωрез , при которой амплитуда A(ω) колебаний гру-

за в установившемся режиме достигает наибольшего значения, можно най-
ти из условия минимума функции 2222 )()( ωωω pq +−=Ψ . Имеем

02)(4)( 22 =+−−=Ψ′ ωωω pq , откуда

2

22

рез 24 m
b

m
kpq −=−=ω

Амплитуда колебаний груза при резонансе такова:

22рез
4

2

4

)(
bkmb

mH

pqmp

HA
−

=

−

=ω .
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ПО ТЕМЕ:

«ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ»

Задания:
1. Определить тип дифференциального уравнения и найти его общее
решение.

2. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее указанным
начальным условиям.

3. Понизить порядок данного уравнения, пользуясь однородностью, и
решить уравнение.

4. Решить задачу Коши.
5. Найти общее решение дифференциального уравнения.
6. Найти общее решение дифференциального уравнения методом
вариации произвольных постоянных.

7. Найти общее решение уравнения Эйлера, Лагранжа или Чебышева.
8. Решить дифференциальное уравнение методом разложения в степенной
ряд  (до указанной степени).

9. Решить задачу.
10. Решить задачу.

Вариант 1
1.1 232 'yyxyx =′+′′

2.1 
2

1)0(;
2
2)0(   ;1164 43 =′=−=′′ yyyyy

3.1 02 2222 =+′+′−′′ yyxyyxyyx
4.1 1)0(   ;1 )0(   ;1)0(;09 −=′′=′==′+′′′ yyyyy
5.1 xxyy cos2 +−=′−′′′

6.1 
x

yy
2cos

14 =+′′

7.1 02192 =+′−′′ yyxyx
8.1 ( ) ( ) ( ) ( ) )  (   100   ;000   ; 6v xдоyyyyyyey x =′′′=′′=′=′+=′
9.1 Найти плоские кривые, у которых радиус кривизны пропорционален
длине отрезка нормали. Рассмотреть случаи, когда коэффициент
пропорциональности k равен 2  ,1 ±±
10.1 Найти скорость, с которой тело падает на поверхность Земли, если
считать, что оно падает с бесконечно большой высоты и движение
происходит только под влиянием притяжения Земли. Радиус Земли считать
равным 6400 км.
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Вариант 2
1.2 ( ) 01 =′′−−′′′ yxy
2.2 2)0(;0)0(   ;0cossin8 3 =′==+′′ yyyyy
3.2 ( )22 yxyyyx ′−′=′′
4.2 1)0(;2)0(;1)0(;0)0(   ;03613v =′′′=′′=′==+′′−′ yyyyyyy
5.2 xx eeyy 2v 8 +=−′

6.2 ( )122 2
3 −=−′′ x
x

yy

7.2 xyxyyx =++′′ '2

8.2 ( )72v  до   1)0()0( )0(;0)0(   ; xyyyyxxyy =′′′=′′=′=+=′
9.2 Найти  форму равновесия однородной нерастяжимой нити под
действием силы тяжести (цепная линия).
10.2 Найти закон движения тела , падающего без начальной скорости .
Допуская, что сопротивление воздуха пропорционально квадрату скорости
и что скорость имеет своим пределом при ∞→t  величину  см /75 .

Вариант 3
1.3 chxyycthx =′+′′
2.3 6)2(;1)2(   ;72 3 =′==′′ yyyy

3.3 ( ) 22222 yyxyyxyyyyx +′=′+′−′′
4.3 1)0( ;1)0(;0)0(;1)0(   ;168v =′′′−=′′=′=−′′=′ yyyyyyy
5.3 xeyyy x cos422 =+′−′′′
6.3 xeyyy x ln44 2−=+′+′′

7.3 
xx

y
x
yy 2

2 =+
′

−′′

8.3 ( ) ( )42  до   ;1)0( ,0)0()0(   ; xyyyyy =′′=′=′=′′′
9.3 Составить дифференциальное уравнение семейства плоских кривых

0321
22 =++++ cycxcyx  .

10.3 Цепь длиной 6м соскальзывает со стола. В момент начала движения
со стола свисал  1м цепи. В течении какого времени со стола соскользнет
вся цепь (трением пренебрегаем).

Вариант 4
1.4 

x
yyx 1=′′+′′′

2.4 2)0(;3)0(   ;0363 =′==+′′ yyyy
3.4 02 =′−′+′′ yyyxyxy
4.4 2)0( ;1)0(;0)0(;0)0(   ;81v =′′′=′′=′==′ yyyyyy
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5.4 12''''' +=− xxeyy
6.4 xx eeyy cos2=−′′
7.4 0222 32 =+++′−′′ xxyyxyx
8.4 ( )6 до   ;1)0( )0()0(   ; xyyyyey x =′′=′==′′′
9.4 Найти кривые, у которых в любой точке радиус кривизны вдвое больше
отрезка нормали, заключенного между этой точкой кривой и осью абсцисс,
если известно, что кривая обращена выпуклостью к оси абсцисс.
10.4 Груз в Р кг подвешен на пружине и оттянул ее на а см. Затем пружина
оттягивается еще на А см и отпускается без начальной скорости. Найти
закон движения пружины, пренебрегая сопротивлением среды.

Вариант 5
1.5 ( ) 011 22 =′++′′+ yyx

2.5 ;
2

1)0(     ;22)0(   ;164 43 =′=−=′′ yyyyy

3.5 yyyxyxy ′=′−′′ 2

4.5 1)0( ,1)0(;0)0(;1)0(   ;01213 −=′′′=′′=′==−′−′′′ yyyyyyy
5.5 xxyyy 2sincos2v −=+′′+′

6.5 
x

yy
sin

1=+′′

7.5 03 =−′+′′′ yyxyx
8.5 ( )6 до   ;1)0()0(   ; xyyyxyy =′=′=′′
9.5 Два одинаковых груза подвешены к кольцу пружины. Найти закон
движения одного из грузов, если другой оборвется. Дано, что удлинение
пружины под влиянием одного из грузов равно а см.
10.5 Решить задачу 9.4 при условии, что кривая обращена выпуклостью к
оси ординат.

Вариант 6
1.6 1''''2 2 −= yyxy
2.6 3)0(;0)0(   ;0cossin18 3 =′==+′′ yyyyy

3.6 xyyyy 22 15'' +′=
4.6 ;1)0( )0()0(   ;0)0(;02v =′′′=′′=′==′′+′′′+′ yyyyyyy
5.6 xeyy x cos9'' 3=−

6.6 x

x

e
eyyy −+

=+′−′′
1

23

7.6 022 =+′−′′ yyxyx
8.6 ( )4 до    ,0)0()0(   ;1 xyyyyxy =′=+−′=′′



42

9.6 Найти кривые, у которых радиус кривизны обратно пропорционален
косинусу угла между касательной и осью абсцисс.
10.6 Материальная точка массы m отталкивается от центра О с силой,
пропорциональной расстоянию. Сопротивление среды пропорционально
скорости движения. Найти закон движения.

Вариант 7
1.7 ( ) 21 2 =′−′′− yxyx

2.7 2)1(;
6

)1(   ;0sincos 2 =−′=−=′−′+′′ yyyyyyy π

3.7 ( )( ) yxyyyyx ′=′′−′+ 22 1
4.7 1)0(   ;1)0(   ;1)0( )0(   ;0)0(;0v =′=′′−=′′′=′==′′′− vyyyyyyy
5.7 xexyy ++=+′′′ 12

6.7 




=+′′

24
1

4
xctgyy

7.7 xyyxyx 22 ln333 =+′−′′

8.7 ( )4 до    ,
2

)1(;0)1(   ;sin xyyyxy π=′=′=′′

9.7 Определить формулу равновесия нерастяжимой нити с закрепленными
концами, на которую действует нагрузка так, что на каждую единицу
длины  горизонтальной проекции нагрузка одинакова (цепи цепного
листа). Весом самой нити пренебречь.
10.7 Материальная точка медленно погружается в жидкость. Найти закон
движения, считая, что при медленном погружении сопротивление
жидкости пропорционально скорости погружения.

Вариант 8

1.8 0=+′′+′′′ xyyx

2
2)0( ,

2
2)0( ,1164 43 =′=−=′′ yyyyy

3.8 02 =′−′+′′ yyyxyxy
4.8 1)0( ,2)0( ,1)0( ,0)0(    ,03613v =′′′=′′=′==+′′−′ yyyyyyy

5.8 12 +=′′−′′′ xxeyy

6.8 
x

yy
2cos

14 =+′′

7.8 ( ) 04412 =−′+′′+ yyxyx
8.8 ( )32  до   1)0( ,1)0(   ; xyyxyyy =′=−′=′′
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9.8 Найти интегральную кривую уравнения 12 =′+′′ yyy , проходящую через
точку ( )1,0  и касающуюся в этой точке прямой 1=+ yx  (почему получается
одна интегральная кривая ?).
10.8 Частица массы m  движется по оси Ox , отталкиваясь от точки 0=x  с
силой 03mr  и притягиваясь к точке 1=x  с силой 14mr , где 0r  и 1r  -
расстояние до этих точек. Определить движения частицы с начальными
условиями 0)0( ,2)0( == xx & .

Вариант 9
1.9 123 =′′+′′′ yxyx
2.9 0)0( ,1)0(   ;22 =′==′−′′ yyyyyy
3.9 ( )22 yxyyyx ′−=′′
4.9   ;0124864 viii =′′+′++ yyyy vvi

1)0( ,1)0( ,0)0( ,1)0( ,1)0( ,0)0( ,0)0( ,0)0( vvvv ====′=′′′=′′=′= iii yyyyyyyy

5.9 xeyy 234 +=′−′′′

6.9 
x

yy
sin

1'' =+

7.9 
x

yyxyx 132 =+′+′′

8.9 ( )522  до   1)0( ,1)0(   ; xyyyxyy =′=′++=′′
9.9 Найти интегральную кривую уравнения 23 yyyyy ′′+′=′′′ , касающуюся в
начале координат прямой 0=+ yx .
10.9 Электрическая цепь состоит из последовательно включенных
источников постоянного тока, дающего напряжение U , сопротивления R ,
самоиндукции L  и выключателя, который включается при 0=t . Найти
зависимость силы тока от времени (при 0>t ).

Вариант 10
1.10 01 =+′′−′′′

x
yyx

2.10 1)0( ,1)0(   ;2 =′=′=′′ yyyyy
3.10 ( ) ( )xyxyyxy −′=′+′′ 12

4.10 1)0( ,0)0( ,2)0(   ; −=′′=′=′−=′′′ yyyyy
5.10 xxyyy v 2sin265 +=′′+′′′−′

6.10 
xx

xyy 14 2 +=−′′

7.10 
2

43
2

2 xyyxyx =+′−′′
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8.10 ( ) ( )32  до   1)0( ,1)0(   ;01 xyyyyxyx =′==−′+′′+
9.10 Последовательно включены источники тока, напряжение каждого
меняется по закону tvE  sinω= , сопротивление R  и самоиндукция L . Найти
силу тока в цепи (установившийся режим).
10.10 Найти плоские кривые, радиус кривизны которых пропорционален
кубу длины отрезка нормали.

Вариант 11
1.11 22yyy ′′=′′′′
2.11 1)1( ,4)1(   ;2 2 =−′=−′=′′ yyyyy
3.11 022 =′+′′ yyyx
4.11 2)0( ,1)0( ,0)0( ,0)0(   ;0''2v =′′′=′′=′==++′ yyyyyyy
5.11 52v +=′′′+ xyy

6.11 
x
xyy 2cos

sin=′+′′′

7.11 ( ) 0212 =−′+′′− yyxyx
8.11 0)0( ,1)0(   ;0 =′==−′−′′ yyyyxy
9.11 Найти уравнение кривой, касающейся оси абсцисс в начале кординат,
если ее кривизна в любой точке равна 





 <<−

22
 cos ππ xx .

10.11 Найти закон движения тела, падающего в воздухе без начальной
скорости, считая сопротивление воздуха пропорциональным квадрату
скорости.

Вариант 12
1.12 ( )ctgxyy 12 −′′=′′′
2.12 2)0( ,1)0(   ;2 =′=′=′′+′ yyyyyyy
3.12 ( )yyyyxy ′+′=′′
4.12 2)0( ,1)0( ,0)0(   ;054 =′′=′==′+′′−′′′ yyyyyy
5.12 xexyy +=−′ 2v

6.12 xx eeyy 22 1−=′−′′
7.12 xyyx ln1262 =−′′

8.12 ( )4 до   
3

)0( ,1)0(   ;cos xyyyxyy π=′=′=′′

9.12 Найти уравнения кривых, у которых радиус кривизны в любой точке
равен длине отрезка нормали, заключенного между этой точкой и осью
абсцисс, если кривая вогнута вверх.
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10.12 Мяч массой 400г падает с высоты 16,7м без начальной скорости.
Сопротивление воздуха пропорционально скорости мяча и равно 0,0048Н
при скорости 1 м/с. Вычислить время падения и скорость мяча в конце
падения. Принять g=10 м/с2.

Вариант 13
1.13 22 yyx ′′=′′′

2.13 y
x
yyxyx 463 2

2
2 −=′−′′ ; ( ) 11 =y , ( ) 41 =′y

3.13 ( )( )xyxyyxyyx −′−′−=′′3

4.13 1)0( ,1)0( ,0)0(   ;023 −=′′=′==+′−′′′ yyyyyy
5.13 xeyyy x−=+′−′′′ 23

6.13 
x

yy
2cos

1=+′′

7.13 0332 =′+′′−′′′ yyxyx
8.13 ( )42  до   1)0( ,2)0(   ; xyyyxyy =′=′−=′′
9.13 Найти уравнение кривых, у которых радиус кривизны в любой точке
равен длине отрезка нормали заключенного между этой точкой и осью
абсцисс, если кривая вогнута вниз.
10.13 Тело массы m  движется прямолинейно под действием постоянной
силы p . Найти скорость движения и пройденный им путь как функцию
времени, если в начальный момент они оба равны нулю, а сопротивление
среды пропорционально квадрату скорости.

Вариант 14
1.14 2yy ′′=′′′
2.14 1)1( ,4)1(   ;2 2 =−′=−′=′′ yyyyy
3.14 ( ) yxyyyyx ′−=′−′′ 212 22

4.14 1(0)y ,1)0( ,1)0( ,0)0(   ;0168v =′′′=′′=′==+′′+′ yyyyyy
5.14 xeyy x sin5v =−′

6.14 x

x

e
eyy 2

2

1
42 −

−

+
=′−′′

7.14 022 =′−′′′ yyx
8.14 ( )4 до   1)0( ,1)0(   ; xyyeyyxy x =′=+−′=′′
9.14 Найти кривые постоянного радиуса кривизны.
10.14 Найти закон прямолинейного движения материальной точки массы
m  под действием отталкивающей силы, обратно пропорциональной кубу
расстояния от точки до неподвижного центра. В начальный момент точка
находится в покое и отстоит от центра на расстояние 0x .
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Вариант 15
1.15 2x

yxyy
′−=′′

2.15 2)0( ,1)0(   ;32 =′=′−′=′′ yyyyyy
3.15 ( )22 yxyyyx ′−=′′
4.15 2)0( ,1)0( ,0)0( ,0)0(   ;02v =′′′=′′=′==+′′+′ yyyyyyy
5.15 xxyyy sin2 2v =+′′+′

6.15 
x

yy
3cos

99 =+′′

7.15 ( ) 04412 =−′+′′+ yyxyx
8.15 ( )6 до   1)0( ,0)0(   ; xyyeyxy y =′=+′=′′
9.15 Найти кривые, у которых радиус кривизны равен нормали.
10.15 Материальная точка массы m  движется прямолинейно к
неподвижному центру, притягивающему ее силой, обратно
пропорциональной кубу расстояния от точки до неподвижного центра. В
начальный момент точка находится в покое и отстоит от центра на
расстояние 0x . Определить время, по истечении которого точка достигает
центра.

Вариант 16

1.16 22

2 1
xy

yyy =
′

′′′′−′′

2.16 1)2( ,1)2(   ;13 −=−′=−=′′ yyyy
3.16 42324 yxyyx −=′′
4.16 1)0( ,1)0( ,2)0( ,1)0( ,0)0(   ;0v =′=′′′=′′=′==′′′+ vyyyyyyy
5.16 52v +=′′′+ xyy

6.16 xe
yyy 22

486 −+
=+′−′′

7.16 xyyx lnsin22 =−′′
8.16 ( )632  до   1)0()0(   ; xyyyyxy =′=′+=′′
9.16 Найти кривую, у которой радиус кривизны пропорционален кубу
нормали.
10.16 Балка длины l , лежащая концами на двух опорах, находится под
действием равномерно распределенной нагрузки интенсивности q . Найти
уравнение прогнутой оси балки и ее максимальный прогиб, выбрав начало
координат в середине нагруженной балки.

Вариант 17
1.17 xyxyx =′′+′′′ 23

2.17 3)1( ,1)1(   ;093 =′==+′′ yyyy
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3.17 022 =′+′′ yyyx
4.17 1)0( ,1)0( ,1)0( ,0)0(   ;0v =′′′−=′′=′==−′ yyyyyy
5.17 14v +=′′′+ xeyy

6.17 x

x

e
eyyy 3

3

1
9189 −+

=+′−′′

7.17 ( ) ( )1   0212 >=−′+′′− xyyxyx
8.17 ( )4 до   1)0()0(   ; xyyxeyy y =′=+′=′′
9.17 Найти кривую, у которой радиус кривизны вдвое больше нормали.
10.17 Балка длины l , встроенная правым концом в стену, изгибается силой
p , приложенной к левому концу и равномерно распределенной нагрузкой
q . Найти уравнение изогнутой балки и ее максимальный прогиб.

Вариант 18
1.18 yythx v ′′′=′
2.18 1)0(,1)0( ,3)0(   ;032 2 −=′′=′−==′−′′′ yyyyy
3.18 03 =′′′+′′′ yyyy
4.18 1)0()0( ,0)0()0(   ;02v =′′′=′′=′==+′′−′ yyyyyyy
5.18 xeyyy 222 −−=′+′′+′′′

6.18 ( )3
96

3

+
=+′+′′

−

xx
eyyy

x

7.18 ( ) ( )1   ;01612 >=−′+′′− xyyxyx
8.18 ( )622  до   1)0()0(   ; xyyyyxy =′=′−=′′
9.18 Найти кривые, у которых проекции радиуса кривизны на ось
постоянны.
10.18 Тяжелое тело без начальной скорости скользит по наклонной
плоскости. Найти закон движения, если угол наклона равен α , а
коэффициент трения µ .
Указание: сила трения равна Nµ , где N - сила реакции плоскости.

Вариант 19
1.19 vyxy ′=′′′
2.19 2)0( ,1)0(   ;8 3 =′==′′ yyyy
3.19 02 2 =′+′′ yxy
4.19 1)0( ,1)0( ,2)0(   ;02 =′′=′==′+′′+′′′ yyyyyy
5.19 ( ) xexyy −+−=′−′′′ 2233
6.19 xtgyy 2=+′′
7.19 ( ) ( )1   091 2 <=+′−′′− xyyxyx
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8.19 ( )6 до   1)0()0()0(   ; xyyyyxy =′′=′=′=′′′
9.19 Найти линию, для которой проекция радиуса кривизны на ось Oy  есть
величина постоянная, равная 7 .
10.19 Моторная лодка весом 300кг движется прямолинейно с начальной
скоростью66м/с. Сопротивление воды пропорционально скорости и равно
10кг при скорости 1м/с. Через какое время скорость лодки будет 8м/с?

Вариант 20
1.20 yxxy ′′=′′′ ln
2.20 2)0( ,1)0(   ;043 −=′−==+′′ yyyy
3.20 yyyxyxy ′=′+′′ 22

4.20 0)0()0()0()0(   ;0v =′′′=′′=′==+′ yyyyyy
5.20 xchyy 24 =′−′′′

6.20 
x

eyyy
x

cos
54

2

=+′−′′

7.20 ( ) ( )1   021 2 <=+′−′′− xyyxyx
8.20 ( )42  до   1)0( ,2)0( ,1)0(   ; xyyyyyxy =′′=′=+′=′′′
9.20 Найти линию, длина дуги которой, отсчитываемая от некоторой
точки, пропорциональна угловому коэффициенту касательной в конечной
точке дуги.
10.20 Материальная точка массы m  движется прямолинейно под
действием силы притяжения к неподвижному центру, пропорциональной
расстоянию от точки до центра ( )01 >k . Сила сопротивления среды
пропорциональна скорости ( )02 >k . В начальный момент времени точка
находится на расстоянии a  от центра, скорость равна 0v  и направлена по
прямой, соединяющей точку с центром. Найти закон движения, если
( )1

2
2 4mkk <  .

Вариант 21
1.21 xtgxyy 2sin=′+′′
2.21 2)0( ,22)0(   ;1643 =′=−=′′ yyyyy
3.21 22 432 yyyy =′−′′
4.21 1)0()0( ,0)0()0()0(   ;02 vvvv =′=′′′=′′=′==′++ yyyyyyyy i

5.21 12sin4v +=′′+′ xyy
6.21 xxeyyy ln244 −=+′+′′
7.21 xyxyxyx ln128 23 =′+′′+′′′
8.21 ( )6 до   2)0()0( ,1)0(   ;1 xyyyyxy =′′=′=+′=′′′
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9.21 Найти кривые, у которых радиус кривизны пропорционален модулю
радиус-вектора из начала координат до точки кривой.
10.21 Груз массы m  покоится на упругой рессоре. На груз действуют
восстанавливающая сила пропорциональная отклонению kS  ( 0>k  –
жесткость рессоры) и сила сопротивления, направленная в сторону против
движения и пропорциональная скорости движения vλ  ( 0>λ  –
амортизатор)
Записать уравнение движения.

Вариант 22
1.22 32yy =′′
2.22 1)1()1(   ;2 3 =−′=−=′′ yyyy

3.22 
y
y

x
y

x
yy

2

2

′
=+

′
+′′

4.22 ;023432 vvv =+′−′′+′′′−′+− yyyyyyy i

1)0()0()0()0( ,0)0()0( vv ==′=′′′=′′=′= yyyyyy
5.22 xshyy 224 =′′−′′′

6.22 
x

yy
2cos

14 3=+′′

7.22 23 3 xyyxyx =−′−′′′
8.22 ( )62  до   1)0( ,2)0( ,1)0( ,0)0(   ; xyyyyyxy v =′′′=′′=′=′′=′
9.22 При каких a  и b  все решения уравнения 00 →=+′+′′ byyay  при ∞→x .
10.22 Если тело медленно погружается в воду, то его скорость v и
ускорение w  приближенно связаны уравнением kvqw −=  ( q  и k  - const ).
Установить закон движения тела, если при 0,0,0 === vSt .

Вариант 23
1.23 ( )2yy ′′=′′′
2.23 1)1()1(   ;13 −=′=−=′′ yyyy
3.23 yyyxyxy ′=′+′′ 22

4.23 1)0()0( ,0)0()0()0(   ;0168 vv =′=′′′=′′=′==′+′′′+ yyyyyyyy
5.23 xxyy 3cos+=′+′′′

6.23 2

2

44
x
eyyy

x−

=+′+′′

7.23 ( ) ( ) 06242 2 =+′+−′′+ yyxyx
8.23 ( )64  до   1)0()0( ,0)0()0(   ;0 xyyyyyxy v =′′′=′′=′==+′
9.23 При каких a  и b  изо всех решений уравнения 0=+′+′′ byyay  имеется
хотя бы одно решение ( ) 00 →≠xy  при +∞→x  ?
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10.23 Груз массой 4кг подвешен на пружине и увеличивает ее длину на
1см. Найти закон движения груза, если верхний конец пружины совершает
гармоническое вертикальное колебание ( )смty  30sin2=  и в начальный
момент груз находился в покое (сопротивлением среды пренебречь).

Вариант 24
1.24 22yyy ′′=′′′′
2.24 2)1( ,1)1(   ;6 3 =′==′′ yyyy

3.24 2
2 4452
x
yyy

x
xyy −+′





 −=′′

4.24 1)0()0( ,0)0()0(   ;02v =′′′=′′=′==′′+′′′+′ yyyyyyy
5.24 xxeyyy 2103 −=′−′′+′′′
6.24 arctgxeyyy x244 −=+′+′′
7.24 0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx
8.24 ( )4 до   1)0()0(   ;0 xyyyyey x =′==+′−′′
9.24 При каких k  и ω  уравнение tyky  sin2 ω=+′′  имеет хотя бы одно
периодическое решение?
10.24 Материальная точка массы m  движется прямолинейно под действием
силы отталкивания от неподвижного центра, пропорциональный расстоянию
от точки до центра ( )01 >k . Сила сопротивления среды пропорциональна
скорости )0( 2 >k . В начальный момент точка находится на расстоянии a  от
центра, скорость равна 0v  и направлена по прямой, соединяющей точку с
центром. Найти закон движения точки.

Вариант 25
1.25 0

sin
1 =+′−′′⋅
x

yytgx

2.25 2)0( ,4)0(   ;0643 =′==+′′ yyyy
3.25 yxyxy ′−=′′ 2

4.25 1)0()0( ,0)0()0()0(   ;096 vvv =′=′′′=′′=′==′′′+′− yyyyyyyy
5.25 xx exeyy −+=′+′′′ 2

6.25 xe
yyy −+

=+′−′′
3

123

7.25 03 =−′+′′′ yyxyx
8.25 ( )6 до   1)0()0()0(   ; xyyyyey y =′′=′=′′=′′′
9.25 Найти кривые, у которых радиус кривизны есть данная функция ( )αf
угла α , образуемого касательной с осью Ox ; ( ) af =α .
10.25 Тело массы m  движется прямолинейно под действием постоянной
силы F . Найти скорость движения тела и пройденный им путь, если в
начальный момент времени они оба равны нулю, а сопротивление среды
пропорционально квадрату скорости.
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