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Аннотация

Приведены численные решения краевых задач уравнений математи-
ческой физики методом наименьших квадратов с использованием бику-
бических В- сплайнов. Проведено сопоставление с точными решениями
и дан анализ зависимости погрешности от весовых коэффициентов. По-
казано слабое влияние геометрии области задачи на вычислительную
эффективность и точность метода.

Введение
Интенсивно развивающийся в последнее время метод восстановления геолого
– геофизических полей [1, 2, 3, 4, 11, 12, 13] имеет много общего с вариационны-
ми методами решения дифференциальных уравнений в частных производных
такими, как метод наименьших квадратов [7], конечных элементов [8, 9], а
также с методами решения некорректных задач математической физики [14].

Для описания модели восстанавливаемых геолого-геофизических полей,
как в целом в области картирования, так и в отдельных точках наблюдений,
используются операторные уравнения вида:

L(u)−
M∑

j=1

λjg
j + f = 0 (1)

Здесь u – восстанавливаемая поверхность, L – линейный дифференциальный
оператор, gj , f – известные функции координат, λj - неизвестные числовые
коэффициенты.

Уравнениям (1) ставится в соответствие квадраты норм в пространствах
L2 или l2. Целевой функционал конструируется из суммы норм с использо-
ванием весовых коэффициентов. Минимум этого функционала ищется в про-
странстве кубических В – сплайнов [5] и неизвестных λj . Для обеспечения
существования и единственности решения могут вводятся дополнительные
условия на функцию u и коэффициенты λj .
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Этот метод реализован в программе GST [13], предназначенной для реше-
ния широкого круга задач геологоразведки. Интерфейс программы обеспечи-
вает возможность простого ввода коэффициентов дифференциальных урав-
нений и краевых условий для произвольной ограниченной области. Все вы-
числения, приводимые ниже выполнены с помощью этой программы.

Математическая постановка решения краевой за-
дачи методом наименьших квадратов
Пусть Ω - некоторая ограниченная, в общем случае многосвязная, область в
R2 , с границей ∂Ω. и S –ограниченная область, содержащая Ω + ∂Ω. И пусть
H(S) – гильбертово пространство. Дано уравнение

A(x,D)u(x) =
2∑

k=0

k∑
i=0

ak−i,i
∂ku

∂xk−i
1 ∂xi

2

= ν(x) (2)

где A – линейный дифференциальный оператор второго порядка с известными
коэффициентами, заданными в области S, ν(x) - достаточно гладкая функция
на S, u u ∈ H(S).

Пусть задана система уравнений на фрагментах границы области Ω.

L1u = g1, x ∈ ∂Ω1

· · · ·
Lnu = gn, x ∈ ∂Ωn

(3)

где L- линейные непрерывные операторы. Будем считать, что система урав-
нений (3) выбрана таким образом, что решение задачи (2)-(3) существует и
единственно.

Приближенное решение задачи (2), (3) находится методом наименьших
квадратов [7]. Поставим в соответствие дифференциальному уравнению в
частных производных (2) и краевым условиям (3) функционал :

J(u) = ‖A(x, D)u− v‖2
L2(S) +

n∑
i=1

ρi ‖Liu− gi‖2
L2(∂Ωi)

(4)

Где ρi > 0, весовые коэффициенты.
Пусть Fh(S) – конечномерные подпространства H(S) с базисом ωij(x, y)

(i = 0, . . . , N +1; j = 0, . . . ,M +1), в качестве которого выбраны кубические В
– сплайны из прямоугольной области, S = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, содер-
жащей Ω + ∂Ω. Построим в S- прямоугольную сетку ∆(h1, h2) c эквидистант-
ными по x и y узлами a = x1 < x2 < . . . < xN = b, c = y1 < y2 < . . . < yM = d.

Будем искать приближенное решение задачи (4) в виде û(x, y) =
∑

ûijωij .
В этом случае, задача сводится к решению системы линейных алгебраических
уравнений:

∑
kl

(αijkl +
p∑

r=1

ρrγ
r
ijkl)ûkl = βij +

p∑
r=1

ρrδ
r
ij (i = 0, ..., N ; j = 0, ...,M)
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с симметричной, положительно-определенной, ленточной матрицей. Где

αijkl = (A(x, D)ωij , A(x, D)ωkl)L2(S),

βij = (A(x, D)ωij , v)L2(S),

γr
ijkl = (Lrωij , Lrωkl)L2(∂Ωr),

δr
ij = (Lrωij , gr)L2(∂Ωr).

Для численного решения этой системы использовался метод LDLT - фак-
торизации.

Численные эксперименты
Рассмотрим применение кубических В – сплайнов в методе наименьших квад-
ратов на примере решения некоторых линейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных второго порядка.

Пример 1. Уравнение Пуассона:

∂2u/∂x2 + ∂2u/∂y2 = −2 (5)

в области Ω = (0, 1)× (−1, 1),

u = 0, (x, y) ∈ ∂Ω. (6)

Точное решение этого уравнения имеет вид [6]:

u(x, y) = x(1− x)− 8
π

∑
n=1,3,5,...

ch(nπy)sh(nπx)
n3ch(nπ)

Зададим прямоугольную область S = (−0.05, 1.05)× (−1.05, 1.05), включа-
ющую Ω и прямоугольную сетку с шагом по x и y равным hx = hy = 0.05.
Границу области ∂Ω, аппроксимируем ломанной Γ , с расстояниями между
вершинами 0.05. Зададим нулевые значения функции u в этих вершинах. За-
пишем задачу (5), (6) с учетом (4) в виде функционала метода наименьших
квадратов:

Φ(u) =
∫
S

(∆u + 2)2ds + ρ

q∑
l=1

u(ξl, ηl)2

Здесь (ξl, ηl) – координаты вершин границы Γ(l = 1, 2, . . . q).
Весовой множитель ρ > 0, в этих примерах подбирался из соображения

минимума невязки приближенного и точного решения (приведенного в [6]) в
4-х контрольных точках. На рис.1 приведен график зависимости максималь-
ной абсолютной ошибки прогноза в контрольных точках от величины веса ρ.
При ρ ≥ 1000 величина ошибки стабилизируется, относительное значение не
превышает 2 · 10−5.

В рассмотренном примере, граница области Ω согласована с сеткой сплай-
на. Кроме этого проведена серия численных экспериментов с поворотом об-
ласти Ω относительно начала координат на некоторый угол (кратный π/18).
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Рис. 1: Уравнения Пуассона. Зависимость погрешности от весового коэффи-
циента

Как показали расчеты, при тех же весовых значениях ρ мы имеем такую же
точность, что и исходная.

Пример 2. Уравнение теплопроводности:

∂u/∂t− a · ∂2u/∂x2 = 0

в области Ω = (0, L)× (0, T ). Начальная температура одинакова u(x, 0) = U0 .
На обеих границах поддерживается нулевая температура u(0, t) = u(L, t) = 0.
Точное решение этого уравнения имеет вид [10]:

u(x, t) =
4U0

π

∞∑
n=0

1
(2n + 1)

sin
[
(2n + 1) πx

L

]
exp

[
−a (2n + 1)2 π2t

L2

]
(7)

В этом примере a = 10, L = 100, T = 100, U0 = 100. Как и в предыду-
щей задаче, зададим прямоугольную область S = (−1, 101) × (−1, 101). Шаг
сетки выберем одинаковым по x и t – соответственно, hx = ht = 1. Запишем
функционал метода наименьших квадратов:

Φ(u) =
∫
S

(∂u/∂t−a·∂2u/∂x2)2ds+ρ

n∑
i=1

(u(0, ti)2+u(L, ti)2)+ρ

m∑
j=1

(u(xj , 0)−U0)2

Весовой множитель для начальных и краевых условий выбран одним и тем
же. Для сравнения использовались точные, вычисленные по формуле (7), зна-
чения в 10 контрольных точках. Построен график зависимости максимальной
абсолютной ошибки прогноза в контрольных точках от ρ (Рис.2). В отличие
от предыдущего примера погрешность метода в зависимости от выбора весо-
вого коэффициента имеет явно выраженный минимум, который соответствует
значению ρmin

∼= 0.1 (относительные погрешности при этом составляют 10−3).
Кроме приведенных в этой работе примеров, были проведены и другие чис-

ленные эксперименты. Получены приближенные решения гиперболического
уравнения (Клейна – Гордона), уравнений с коэффициентами, зависящими от
координат (Шредингера с квадратичным потенциалом, Трикоми) и других.
Во всех этих примерах также получена удовлетворительная сопоставимость
с точными решениями. Отмечается слабая зависимость точности результатов
от геометрии области Ω.
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Рис. 2: Уравнение теплопроводности. Зависимость погрешности от весового
коэффициента
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