1. Оптимальное статистическое упреждение

Рассмотрим следующую задачу. Имеется объект наблюдения, который характеризуется изменяющейся во времени величиной x(t). В любой момент времени t необходимо знать прогноз 
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. Однако о механизме формирования величины 
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 ничего неизвестно, или известно настолько мало, что построить математическую модель, связывающую 
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 с влияющими на нее воздействиями, не удается. В связи с этим проводится N наблюдение в одинаковых условиях, т.е. имеется N функций времени 
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, j=1,2,3,…,N. Будем предполагать, что наблюдаемый объект при переходе от одного наблюдения к другому не меняет своих свойств, поэтому функции 
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 чем-то похожие друг на друга. 

Задача состоит в том, чтобы, имея N реализаций наблюдаемого процесса сделать оптимальный прогноз о его значении в N+1 наблюдении в любой момент времени на момент 
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Сформулируем задачу иначе. Предположим, что существует устройство способное осуществлять прогноз. То есть, если на вход такого устройства поступает 
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, то на выходе формируется величина 
[image: image9.wmf])

(

t

y

j

, которая представляет собой приближенное значение или, говоря иначе, упреждающее значение 
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, которое будем обозначать 
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. Параметры устройства должны быть подобраны таким образом, чтобы ошибка 
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 в каждый момент времени t была бы минимальной. Устройство, которое позволяет делать прогноз о входной величине, называется оптимальным упреждающим фильтром.
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Рис.1. Упреждающий фильтр.

Входной сигнал 
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 представляет собой случайную функцию времени. Величина ошибки прогноза 
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, выполненного в момент t на момент 
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 зависит как от времени t так и от самой реализации. В связи с этим создание устройства, обеспечивающего лучший прогноз по критерию минимума текущей ошибки, представляет собой очень трудную задачу. Поэтому, выберем более простой критерий. Будем создавать устройство, прогноз которого удовлетворяет критерию минимума среднего квадрата ошибки
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Возможно, что не все реализации одинаково информативны для построения фильтра. Например, одни получены при большем уровне шума, другие при меньшем. Степень доверия к каждой реализации можно учесть весовыми коэффициентами, тогда



[image: image18.wmf]å

=

+

=

+

N

j

j

j

t

N

t

1

2

2

)

(

1

)

(

t

e

m

t

e

,
(2)

где 
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 - весовые коэффициенты, 
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Минимум взвешенной суммы квадратов ошибок упреждения (2) является критерием построения прогнозирующего фильтра.

Гипотеза, положенная в основу решения задачи состоит в том, что если удастся создать устройство, которое оптимальным образом дает прогноз 
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 для N известных реализаций процесса x(t), то вероятно для следующей N+1 реализации это устройство даст вполне приемлемый прогноз.

Будем полагать, что упреждающий фильтр представляет собой линейное стационарное устройство, т.е. устройство, которое описывается линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами. Процесс y(t) на выходе линейного фильтра, при поступлении на его вход реализации
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где 
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 – импульсная переходная функция фильтра, т.е. переходной процесс на выходе фильтра при входном воздействии в виде δ-функции Дирака.

Тогда 
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Функцию 
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, будем искать в виде
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где 
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- определенные на 
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 ортонормированные функции. 

Представление 
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 в виде суммы (5) эквивалентно замене одного фильтра на параллельное включение фильтров с заданными импульсными функциями 
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 с изменяющимися коэффициентами усиления 
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 подключенными к выходам фильтров, рис.2. Действительно, если на вход фильтра поступает x(t), то согласно (3) и (5)
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Меняя местами операции суммирования и интегрирования получим
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где
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процесс на выходе k-го фильтра при действии на его входе функции 
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Рис.2. Формирование фильтра с оптимальной импульсной

функцией путем параллельного соединения фильтров с заданными импульсными функциями.

Если функции выбраны, то задача сведется к определению коэффициентов 
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. Можно ожидать, что при удачном выборе ортогональных функций количество коэффициентов будет небольшим. Подстановка (5) в (4) дает следующее
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или после изменения порядка суммирования и интегрирования
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Минимум (10) достигается когда коэффициенты 
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 оптимальны. Иначе говоря при оптимальных коэффициентах 
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 справедливы уравнения
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Дифференцирование по 
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c

 выражения (10) дает следующее
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При оптимальных значениях коэффициентов 
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 это равенство, в соответствии с (11) превращается в уравнение



[image: image47.wmf]å

ò

å

å

ò

ò

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

N

j

t

j

m

j

j

N

j

M

k

t

j

k

k

t

j

m

j

du

u

t

x

u

t

x

du

u

t

x

u

c

du

u

t

x

u

1

0

1

1

0

0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

j

t

J

j

j

J


(13)

Меняя местами порядок интегрирования и суммирования можно получить следующую систему уравнений, m =1,2,…,n.
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Введем обозначения
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Тогда (14) можно записать как систему уравнений вида
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или в матричной форме
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Правда коэффициенты этой системы зависят от момента времени t в который производится операция составления прогноза. Иначе говоря, коэффициенты 
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Решение данной системы уравнений относительно 
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 позволяет найти импульсную переходную функцию фильтра, обеспечивающего, при заранее выбранных 
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Вернемся к равенствам (15) и (16), определяющим значения коэффициентов системы уравнений (18). В эти равенства входит интеграл (8) который как указывалось выше представляет собой выходную величину элементарного фильтра с импульсной характеристикой 
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, тогда (15) и (16) можно записать так:
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Очевидно, что по мере увеличения N коэффициенты 
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 стремятся к значению взаимной корреляционной функции 
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 к взаимной корреляционной функции 
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2. Оптимальное прогнозирование с помощью смещенных функций.

Представление импульсной функции предсказывающего фильтра в виде суммы (5) предполагает выбор соответствующих функций 
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. Выбранные функции должны обеспечивать достаточную точность прогноза и удобными для проведения вычислений. Последние обеспечивается если в качестве 
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. В этом случае определенная один раз функция может использоваться без дополнительных вычислений. Таким образом, оптимальную импульсную функцию можно представить в виде
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где 
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 ортонормированная функция которая должна быть определена на [0,t).

Выражение (21) фактически означает, что интервал, на котором ищется 
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 разбит на n интервалов. Причем по мере роста u, в формуле (21)  увеличивается количество слагаемых. На первом интервале, когда 
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 две и т.д. По мере роста номера количество слагаемых формируемых оптимальное значение 
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 на соответствующем интервале может увеличиваться. Выражение (21) запишем иначе
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или
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где 
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 нормированное время.

Очевидно, что из (23) можно записать так



[image: image82.wmf](

)

å

-

=

-

=

1

0

0

)

(

n

k

k

k

u

c

u

g

j

.
(24)

В (24) вернемся к старым обозначениям времени, помня, что u, на самом деле, это нормированное время. 
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Выберем такие функции 
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 которые удовлетворяют следующему условию 
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т.е. ортогональны, на [0,t). Сдвинутые функции образуют пространство 

Очевидно, что функции с кратным аргументом 
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 также являются ортонормированными, поэтому 
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Для того, чтобы построить блок-схему фильтра рассмотрим  более простое  представление 
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В соответствии с (8)
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Очевидно, что блок-схема такого фильтра выглядит в соответствии с рис.3.
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Рис.3 Блок-схема простого фильтра
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или
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В соответствии с этой формулой блок-схему можно представить так, как изображено на рис.3.
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Рис.3. Блок-схема последовательного фильтра 

с линиями задержки
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что совпадает с (31). Это говорит о том, что фильтры, построенные по рассмотренным блок-схемам эквивалентны.

3.Исследование прогнозирующего фильтра, построенного с помощью функций Хаара

Наиболее простой фильтр, удовлетворяющий принятому критерию оптимальности получается в том случае, когда в качестве функций 
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Несмотря на свою простоту такой фильтр позволяет выполнять прогнозирование, правда для небольших значениях τ. В качестве подтверждения сказанному на рис. Приведены результаты моделирования полученные на подобном фильтре для случая когда прогнозирование осуществляется в интервале времени от 0 до 9 с шагом 
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В качестве информационного массива использовались 10 синусоидальных функций с равными амплитудами и различными частотами. 
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Прогнозирование осуществлялось для функции 
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Рис. Результаты прогнозирования при 
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Тонкие линии соответствуют функциям 
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Рис. Рис. Результаты прогнозирования при 
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Тонкие линии соответствуют функциям 
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Оптимальная импульсная функция фильтра в рассматриваемом случае определяется как 
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Коэффициенты 
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 определяются путем решения системы уравнений (14). Коэффициенты системы (12) и (13) определялись для каждого момента времени в котором осуществляется прогноз. 
Приведенные на рис. кривые говорят о хорошем совпадении прогнозируемого и реального значений в большинстве точек. Сильные расхождения на интервале от 9,5 до 10,5 объясняются плохой обусловленностью матрицы A. 

Как показывают результаты моделирования прогнозирование с помощью даже очень простого фильтра возможно, правда ошибки порой могут достигать очень больших величин. Это объясняется тем, что кривая 
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 на самом деле грубо аппроксимируется ступенчатой функцией.

4. Построение оптимального фильтра с помощью вейвлетов Хаара.

Аппроксимация  импульсной функции 
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позволяет получить ступенчатую функцию

Поступим иначе. Представим функцию 
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где 
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При этом коэффициенты ищутся в соответствии с формулами (16) и (16), которые в данном случае принимают вид
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Представление (35) удобно тем, что коэффициенты находятся достаточно просто
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Введем обозначения

Вернемся к полученным ранее результатам. Уравнение (17) позволяют определить коэффициенты фильтра, который в момент t дает оптимальный прогноз для функции 
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В качестве функций 
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здесь 
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Дифференцирование по 
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Отсюда следует, что коэффициенты можно найти из системы 
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Для простейшего, но важного случая М=1 уравнения принимают вид
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Запишем эти уравнения иначе
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При n=0 имеем только одно уравнение
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При n=1 имеем уже два уравнения одно из условия определения оптимального значения коэффициента 
[image: image181.wmf]0
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Другое  из условия  определения коэффициента  
[image: image184.wmf]0
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В пространстве 
[image: image186.wmf]2

V

 , т.е. при n=2  таких уравнений становится 4
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для l=0 и m=0 
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для l=1 и m=0 
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для l=1 и m=1 
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