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1. Идентификация с помощью регрессионных методов

Регрессионный анализ является в настоящее время класси​ческим статистическим методом [1]. Благодаря своим широким возможностям различные регрессионные процедуры давно и ус​пешно используются в инженерной практике для идентификации процессов многомерных систем в реальном масштабе времени.

Методы идентификации, основанные на регрессионных про​цедурах с использованием метода наименьших квадратов, применимы как к линейным, так и к нелинейным процессам в реальном масштабе времени, посколь​ку они основаны на измерениях входных и выходных сигналов, которые можно получить в процессе нормального функциониро​вания системы.
В течение периода, пока выполняются измерения для регрес​сионной идентификации, параметры идентифицируемого процес​са принимаются стационарными или квазистационарными. Этот период должен быть не менее тТ, где Т — интервал измерения, a m — число идентифицируемых параметров. Если требуется идентифицировать m коэффициентов в п сов​местных уравнениях вида
xj= a0j + a1j u1+ a2ju2+ ...+ amjum,   j = 1, 2, ..., п,                                 (1.1)
и если одни и те же ui (i = l, 2, ... , m) присутствуют во всех п yравнениях, то все aij (i,j могут быть идентифицированы за m+1 интервалов измерения. Следовательно, идентификация всех m коэффициентов этих п уравнений может проводиться од​новременно.

Для применения регрессионных методов требуется накопление данных о неустановившихся состояниях входа/выхода по меньшей мере на m+1 измерительных интер​валах. Следовательно, на i-м интервале времени регрессионная идентификация основывается на данных от (i-m-р)-го (р( 0) до i-гo интервала. Аналогично на (i+1)-м интервале она базируется на данных от (i-m-р+1)-го до (i+l)-гo интервала, облегчая тем самым выявление нестационарности входных и выходных сигналов. Если необходимо идентифицировать более одного параметра, то для получения параметров регрессии требуется обращение матриц. Рекуррентный вид регрессионных методов, позволяющий обойтись без обращения матриц, обсуждается в следующем разделе. Регрессионные методы рассматриваются в связи с использованием методов квазилинеаризации в задачах идентификации, для идентификации с прогнозом и применительно к идентификации параметров устройства прогноза (предсказателя).

1.1. Статическая задача для системы с одним выходом

Рассмотрим линейную статическую систему, представленную на рис. 1.1, имеющую m входов U1, ..., Um и один выход X. 

[image: image1]
Рис. 1.1. Процесс с одним выходом.

Эта система может быть описана следующим линейным уравнением:

X = a0 + a1U1 + a2U2 +...+ amUm.                                             (1.2)

Используя серию измерений величин X, Uj (j = 0, 1, 2, ..., m) в r моментов времени, можно определить параметры аi следующим образом. Сначала вводят в память ЦВМ все r совокупностей измерений величин X и Uj. Далее эти r совокупностей измерений используют для вычисления [image: image2.wmf]X

 и 
[image: image3.wmf]U

, где 
[image: image4.wmf]X

 — среднее значение X, а 
[image: image5.wmf]U

 — среднее значение U для указанной серии измерений. Обозначим
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При этом уравнение (1.1) принимает вид
x = a1u1 + a2u2 +...+ amum.                                             (1.5)

или в векторной форме

x = uT a,                                                               (1.6)

где u, a  — вектор-столбцы с элементами uj, aj соответственно. Поэтому r последовательных измерений удовлетворяют соотношениям
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где ( обозначает момент измерений х, uT (( = 1, 2, ..., r). Определим далее вектор ( и матрицу U следующим образом:
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Следовательно, система уравнений (5.7) может быть записана в векторной форме:
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Предполагая, что компоненты вектора ( в уравнении (1.10а) являются оценками 
[image: image12.wmf]a
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 истинного вектора а, можно с помощью уравнения (1.10а) получить такие оценки  вектора (, что
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Скалярную сумму S квадратических ошибок оценивания можно определить следующим образом:

S = ((-U
[image: image15.wmf]a
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где tr [...] обозначает след матрицы [...]. Таким образом, наилучшая (в смысле наименьших квадратов) оценка вектора а должна удовлетворять соотношению
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или в векторной форме
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В соответствии с правилами вычисления следа матричной функ​ции, уравнение (1.13) преобразуется к виду
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Поэтому наилучшая в смысле наименьших квадратов оценка 
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 вектора а удовлетворяет уравнению
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так что 
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что и позволяет построить процедуру идентификации вектора а на основе линейной регрессии и метода наименьших квадратов. Отметим, что матрица (UTU)T существует только тогда, когда матрица U не является особенной.
Далее потребуем, чтобы число измерений r было больше чис​ла идентифицируемых параметров (r>>m). Если r = m, то в оценке ( шум измерений не будет сглажен. Из этого условия сле​дует, что для адекватной идентификации требуется по крайней мере m+1 измерений, причем в течение этого периода система предполагается стационарной.
1.2. Статическая задача для системы с несколькими входами 
и несколькими выходами
Процесс, имеющий m входов и п выходов представлен на  рис. 1.2.


[image: image25]
Рис. 1.2. Процесс с несколькими входами и несколькими выходами

По аналогии с процессом с одним выходом процесс, имеющий m входов и п выходов может быть оценен следую​щим векторным уравнением:
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если все а,  ( в уравнениях (1.6) — (1.16) заменить на ai, (i .

ai и (i  определяются уравнениями 
ai = [ai1 ai2 aij ... aim] T
и   
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Идентификация 
[image: image29.wmf]*
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 предполагает, что r ( m+l, как для случая с одним входом. Поскольку для всех i рассматривается одна и та же матрица измерений U [i обозначает i-ю строку уравнения (1.6)], все элементы матрицы А можно полностью идентифицировать по m+1 измерениям; при этом одновременно идентифицируется аi для всех i.

1.3. Регрессионная идентификация линейных динамических процессов
Линейные динамические системы можно описать следующим уравнением состояния:


[image: image30.wmf]βu

αx

x

+

=

&

 ,                                                    (1.18)

где х, u — n-мерный вектор состояния и m-мерный вектор управления (вход) соответственно. В дискретной   форме   уравнение (1.18) может быть записано так: 
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где t = k(t, и

                                                     
[image: image32.wmf]α

I

A

×

+

@

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

t

a

a

a

a

nm

n

n

D

L

M

L

1

1

11

, 

                                                     
[image: image33.wmf]β

B

×

@

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

t

b

b

b

b

nm

n

n

D

L

M

L

1

1

11

.

Введем теперь

wk = (x1,k ... xn,k ; u1,k ... um,k)T = (w1,k ... wn+m,k) T ((n+m)(единичный вектор,        (1.20)
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Следовательно, уравнение (1.19) запишется в виде
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Если запомнить r единовременных совокупностей измерений (r > n + m + 1) величин xk+1, wk (т.е. xk+1, xk, uk), то элементы матрицы Ф можно идентифицировать с помощью линейной регрессионной процедуры по методу наименьших квадратов. Следовательно, оценка 
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 i-й строки матрицы Ф (i =1,..., n) по методу наименьших квадратов задается соотношением                                
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где 
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Здесь хi,(()k+1 обозначает (-е измерение i-гo состояния хk+1 (( = 1, 2 ,..., r), а r  — число измерений Wk, xk+1. Видно, что для идентификации Ф необходимо запомнить r  величин хk+1 и r единовременных совокупностей измерений векторов xk, uk, принадлежащих к предыдущему промежутку интегрирования (t (обозначенных через wk). Иногда возможно измерять и запоминать несколько совокупностей значений xk, u в течение (t (с интервалом ( = ((t, где 1/( — целое число), если на каждом интервале измерений текущий вектор xk  объединяется в пару с вектором wk, измеренных на ( интервалов измерений раньше, чтобы получить хk+1 и хk, uk, как это требуется для идентификации Ф. Следовательно, uj((),k принадлежит к совокупности измерений, полученной на r - m интервалов измерений раньше, чем uj,(r),k, и на ( + r - ( интервалов измерений раньше, чем xi,(r),k+1. Вообще для идентификации А, В в соответствии с уравнением (1.23) требуется запомнить 2r измерений х и r измерений u.

В приведенном выше выводе предполагается, что вектор состояния х может быть измерен. Однако в общем случае можно измерить лишь выходной вектор у, который равен

у = Сх + n,                                                (1.26)

где n  — вектор шума.

Поэтому с учетом результатов анализа наблюдаемости, можно сделать вывод, что если некоторые элементы матрицы С в уравнении (1.26) равны 0, то непосредственная идентификация А, В по измерениям у становится невозможной. Однако, поскольку идентифицируемая система предполагается наблюдаемой, матрицы А и В могут быть идентифицированы по соотношению вход/выход, как это делается ниже, в разд. 1.4. Далее, если размерность n вектора состояния х заранее не известна, то ее можно определить методом идентификации с помощью передаточных функций из разд. 1.4. 
1.4. Построение моделей систем с помощью передаточных функций

Если необходимо идентифицировать модель, описанную передаточной функцией, то можно преобразовать модель в пространстве состояний в модель, представленную передаточной функцией. Возможен также и другой способ идентификации, в котором используется представление модели процесса в виде передаточной функции обобщенного вида 
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для некоторых входов ui и измеряемого выхода х.

Представление в виде передаточной функции справедливо также для стохастических систем, где u - недоступная для измерения шумовая последовательность. В этом случае дискретный вариант уравнения (1.27) приводит к модели, известной в литературе как смешанная авторегрессионная динамическая модель скользящего среднего, которая используется в разд. 1.4.2 для идентификации входного и выходного шумов.  
В настоящем разделе будут рассмотрены модели, записанные с помощью передаточных функций в дискретной форме и потому более удобные для анализа на ЦВМ. 
Рассмотрим систему уравнений (1.27), описанную во временной области (для ui = u) :
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Уравнение (1.28) может быть аппроксимировано с помощью конечных разностей, когда dx/dt представляется в виде [x(t) —  x(t — Т)]/Т. Учитывая, что z-l является оператором сдвига (задержки), можно записать
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Используя обозначение оператора сдвига Бокса, Дженкинса и Бекона, где

В = z-1,                                                     (1.30)

запишем уравнение (1.29) в виде


[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

T

t

x

B

T

T

t

x

t

x

-

=

-

-

1

.                                     (1.31)         

Подставляя

( = рТ,                                                   (1.32)

можно приближенно записать уравнение (1.28) в виде
((nBn+(n-1Bn-1+...+(1B1)x(t) = Bp ((m Bm+(m-1 Bm-1+...+(1 B+(0 )u(t).       (1.33)

Теперь легко могут быть получены соотношения между (i ((i = 1, ..., n), (j((j = 1, ..., m) и аi ((i = 1, ..., n),  bj((j = 1, ..., m).
В тех случаях, когда имеется несколько входов, для каждого из них можно построить модель вида (1.33), записав в этом уравнении ui(t), вместо u(t). Эта модель также адекватна для случаев, когда система имеет несколько взаимосвязанных выходов.

Исследуем теперь случай, когда требуется провести идентификацию системы, описываемой соотношением
((RBR+...+(1B1)xk = ((m Bm+...+(0 )uk+vk,                            (1.34a)

где xk, uk — измеряемые выход и вход соответственно, a vk — последовательность шума, некоррелированная с uk. Уравнение (1.34а) можно переписать в операторной форме

xk  = ((В)uk  + ((В)vk = ((В) uk  + (k.                           (1 .34б)

Задача состоит в идентификации (i, (j, (v в уравнении

 ((RBR+...+(1B1)xk  = ((m Bm+...+(0 )uk + ((s Bs+...+(0 )nk.                      (1.34г)

где неизмеряемую последовательность vk можно выразить в виде последовательности типа белого шума nk, для которой

((RBR+...+(1B1)xk = ((s Bs+...+(0 )nk,                                   (1.34в)                      
В тех случаях, когда присутствуют одновременно измеряемый вход uk и неизмеряемое случайное входное воздействие vk, идентификация может быть проведена, если сначала идентифицировать (i в соответствии с процедурой, описанной в разд. 1.4.1 (без (v), а затем (v по погрешностям rk предыдущей модели, где
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Следовательно, процедура идентификации последовательности погрешностей rk эквивалентна идентификации для уравнения (1.34в).

Для этого напомним сначала, что ранее в разд. 1.4.1 идентификация (i, (j предполагалась состоятельной, поскольку модель (1.37) обеспечивала минимум квадрата ошибки. Эта минимальная ошибка rk, очевидно, равна (k из уравнения (1.39б). Однако, если погрешность ((В) в уравнении (1.39б) идентифицирована неверно и определена равной ('(В), то погрешность идентификации описывается выражением

rk = (k + [((В) - ('(В)]u(k).                                         (1.36)

Ожидаемый квадрат ошибки для точной идентификации ( при h(( определяется соотношением
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а для случая уравнения (1.36) он оказывается равным
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Так как последовательность uk, не коррелирована с (k, то
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где ((В), ('(B) имеют постоянные коэффициенты и (J' = 0. Следовательно, если погрешность rk в уравнении (1.36) коррелирована с uk (в случае неверной идентификации), то математическое ожидание ошибки возрастает по сравнению со случаем точной идентификации. При идентификации величин ((, (v  в модели погрешностей

((QBQ + ... + (QB + 1) rk = ((sBs + ... + (0)nk                           (1.38)
ожидаемый квадрат ошибки прогноза задается выражением 
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, пока rk = (k. Однако если rk содержит, как в уравнении (1.36), члены с uk , не коррелированные с (k, то задача идентификации превращается в задачу идентификации параметров предсказателя для двух некоррелированных последовательностей, одна из которых представляет собой (k, а другая 
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  не коррелирована с последовательностью типа белого шума nk, которая является ошибкой прогноза для модели (k. Следовательно, ожидаемый квадрат ошибки прогноза для неверной идентификации ((В) равен 
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, где (J" ( 0. Поскольку ошибка прогноза погрешности представляет собой общую ошибку прогноза модели шума на входе и выходе, то независимо от параметров модели погрешностей любая ошибка идентификации ((В) увеличивает математическое ожидание общей ошибки прогноза. Поэтому состоятельная идентификация одной модели вход/выход и последующая состоятельная идентификация модели погрешностей образуют состоятельный комбинированный метод, в котором используются те же данные. Идентификация указанной выше модели шума является состоятельной независимо от распределения шума, хотя в случае негауссовских шумов это справедливо лишь для линейной модели.
1.5. Идентификация по критерию минимума дисперсии и функция правдоподобия

Рассмотрим систему, описываемую соотношением

z = х + n,                                                       (1.39а)

где z и n — k-мерные векторы измерений и шума измерений соответственно, a k обозначает порядковый номер измерений. Кроме того,

х = Ua,                                                         (1.39б)

где U, х и а — соответственно матрицы входа, выхода и параметров модели аналогично уравнению (1.10а).

Предположим, что известно множество k измерений, а вектор n имеет совместное с ним гауссовское распределение

р (n) = f (N, k) exp (— nT N-1 n/2),                                (1.40а)

Е (n) = 0,                                                                (1.40б)

Е (nnT) = N.                                                            (1.40в)

Здесь Е — оператор математического ожидания, a f является скалярной функцией N, k. Следовательно, если математическое ожидание N априорно известно, то можно получить марковскую линейную оценку, минимизирующую дисперсию вектора параметра а из уравнения (1.39б) следующим образом.

Замечая в уравнениях  (1.39а),  (1.39б), что оценка 
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определим функцию правдоподобия р(
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Следовательно, оценка 
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где р(...) обозначает вероятность. Воспользовавшись выражением для р(n) из уравнения (1.40), получим
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С учетом этого уравнение (1.43) запишется в виде
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Из этого уравнения следует
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или для невырожденных матриц (UTN-1U)
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здесь а* — линейная оценка а, обеспечивающая минимум дисперсии (марковская оценка), которая является безусловной оценкой по методу максимального правдоподобия [12] для гауссовской случайной величины n, поскольку она максимизирует функцию правдоподобия в уравнении (1.42).

Отметим, что оценка z* в уравнении (1.46б), обеспечивающая минимум дисперсии, на самом деле представляет собой взвешенную регрессионную оценку, весовая матрица N-1 которой вводится в регрессионную оценку по методу наименьших квадратов (1.16). Поэтому
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Очевидно, что если не имеется никакой априорной информации об N (как и бывает в общем случае), то можно предположить, что N = (2I (( — скаляр), так что уравнения (1.46б) и (1.47) становятся идентичными. Однако если ковариация различных составляющих n априорно известна, то оценка а определяется по уравнению (1.46б).

Для гауссовского вектора n, когда n независим, т.е. для N = (2I, регрессионная оценка по методу наименьших квадратов является оценкой, обеспечивающей максимум правдоподобия. Поэтому для приведенных выше условий оценки по методу наименьших квадратов обладают теми же свойствами, что и оценки по методу максимального правдоподобия. Следовательно, они являются несмещенными (т.е. для достаточного числа измерений Е [а*] равно а) и состоятельными. Они также эффективны (т.е. в предположении о несмещенности для любого достаточно большого числа измерений они дают оценки параметров, обеспечивающие минимум дисперсии ошибок в результатах вычислений, полученных по любым возможным параметрам при известных данных по сравнению с фактическими измерениями).

Отметим, что при идентификации смешанных авторегрессионных гауссовских процессов скользящего среднего, описываемых уравнениями с шумовыми членами, которые обеспечивают сдвиг среднего значения, любая оценка параметров авторегрессии по методу наименьших квадратов, выполненная изолированно, не эффективна, так как не учитывает других параметров. Эта оценка не является оценкой максимального правдоподобия, поскольку на основе преобразования смешанной авторегрессионной модели скользящего среднего  получается многомерный вектор шума n. Этот вектор не является независимым, и для него имеет место неравенство N ((2I до тех пор, пока присутствуют члены, вызывающие сдвиг среднего значения.
Рассмотрим решение некоторых задач, использующих регрессионные методы.

Пример 1. Вычислите коэффициенты, a1, a2, a3 уравнения линейной регрессии 
y = a1xl + a2x2 + a3x3 при следующем заданном множестве измерений:

xl    0,62   0,4   0,42  0,82  0,66   0,72   0,38  0,52 0,45    0,69   0,55   0,36

x2    12,0  14,2  14,6  12,1  10,8   8,2   13,0   10,5   8,8    17,0   14,4  12,8

x3     5,2    6,1   0,32   8,3     5,1  7,9     4,2     8,0    3,9     5,5     3,8    6,2

y    51,6   49,9 48,5   50,6   49,7 48,8  42,6   45,9   37,8  64,8   53,4  45,3

Решим эту задачу, воспользовавшись средствами MATLAB. 

Ввод:

>> x1=[.62   0.40   0.42   0.82   0.66   0.72   0.38   0.52   0.45   0.69   0.55   0.36];

>> x2=[12.0   14.2    14.6    12.1  10.8   8.2    13.0    10.5   8.8    17.0    14.4  12.8];

>> x3=[5.2     6.1      0.32    8.3     5.1      7.9     4.2     8.0     3.9     5.5     3.8     6.2];

>> y=[51.6   49.9   48.5     50.6   49.7    48.8   42.6   45.9   37.8   64.8   53.4   45.];

>> y=y.';         % См. формулу (1.8).     <.'> означает операцию
                            транспонирования.

>> x1=x1-mean(x1);   % См. формулу (1.3). mean – функция вычисления 
                                           среднего арифметического

>> x2=x2-mean(x2);

>> x3=x3-mean(x3);

>> y=y-mean(y);            % См. формулу (1.4).

>> u=[x1.' x2.' x3.']         % См. формулу (1.9).

u =

    0.0708   -0.3667   -0.1767

   -0.1492    1.8333    0.7233

   -0.1292    2.2333   -5.0567

    0.2708   -0.2667    2.9233

    0.1108   -1.5667   -0.2767

    0.1708   -4.1667    2.5233

   -0.1692    0.6333   -1.1767

   -0.0292   -1.8667    2.6233

   -0.0992   -3.5667   -1.4767

    0.1408    4.6333    0.1233

    0.0008    2.0333   -1.5767

   -0.1892    0.4333    0.8233

>> a=(((u.')*u)^-1)*(u.')*y           % См. формулу (1.16).

a =

   26.8639

    2.0392

    0.2246
Решение:                   y = 26.8639x1 +  2.0392x2 + 0.2246x3
Пример 2. Идентифицируйте дискретную систему первого порядка y(k+1) = ay(k) + bu(k), используя линейную регрессию, на основе следующих данных о входе и выходе, измеренных в единичные интервалы времени:

	u

y
	 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1  1  1  1  1 1  1 0  1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0
-5 -4 -4 -2 -2 -2 0 1 1 0 2 2 2 2 3 3 3 3 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 0 2 1 0 1 3 

	u

y
	1 1 1 0 0 0  0  0 1  0  1  1  0   0  1  0   1  0  0  0  1   1   0  1  0  0   0  0 1 1 1
3 3 3 1 0 0 -1 -1 -1 -3 -3 -3 -3 -3 -4 -4 -5 -6 -7 -6 -4 -4 -5 -5 -5 -5 -4 -4 -2 -2 -1

	u

y
	1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1
0 0 0 2 2 2 1 2 2 2 3 2 3 3 2 2 1 2 2 2 0 0 2 2 2 3 3 3 4 4 4 2 2 1 1 1 0 1


>>u=[.....];  % Ввод исходных данных

>> u=u.';

>>y=[.....];

>> y=y.';

>> u=u-mean(u);

>> y=y-mean(y);

>> z=[y u];       % матрица данных

>> nn=[1 1 0];     % nn=[na  nb nk], где   na и nb степени полиномов A и В, nk - задержка

>> yh=arx(z,nn,107,1)

Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + e(t)

A(q) = 1 - 0.9172 q^-1                                

B(q) = 0.274                                          

Estimated using ARX from data set z                   

Loss function 0.799466 and FPE 0.829922               

Sampling interval: 1   
1.6. Последовательные регрессионные методы

Методы идентификации, основанные на последовательном методе наименьших квадратов, применимы к линейным и нелинейным стационарным системам и могут быть использованы вместо непоследовательных регрессионных методов. При последовательном подходе уменьшаются вычислительные сложности, связанные с обращением матриц, что устраняет основное препятствие на пути применения многомерных регрессионных методов.

При применении регрессионных методов к задачам идентификации медленно меняющихся нестационарных процессов предполагалось наличие стационарности только на  интервале, в течение которого собираются данные для регрессионной идентификации. При этом регрессионный интервал состоит из r интервалов измерения. Идентификация в этом случае осуществляется практически непрерывно, а конец фиксированного интервала регрессии периодически продвигается вперед на один или несколько измерительных интервалов. Для каждого такого сдвига заново осуществляется идентификация всего вектора параметров, тогда как данные, не относящиеся к используемому интервалу регрессии, полностью игнорируются. В отличие от непоследовательной регрессии интервал, на котором собираются данные для последовательной регрессии, с течением времени постепенно удлиняется, и никакие данные не считаются настолько старыми, чтобы ими можно было полностью пренебречь.

Следовательно, матрицы последовательной регрессии (и стохастической аппроксимации) применимы лишь к процессам, которые можно считать стационарными. Однако, поскольку последовательные регрессионные оценки сходятся к непоследовательным регрессионным оценкам после m итераций (m — размерность вектора параметров), стационарность должна предполагаться, как и в непоследовательном случае, лишь на m интервалах.

На практике последовательные оценки любого рода можно применять к данным, полученным на конечном интервале, в пределах которого система предполагается стационарной, следующим образом. Рассматривается интервал Т с момента времени t - Т до t, на котором взяты n точек в моменты 0, 1, ..., k, ..., n. Можно осуществить последовательную регрессионную идентификацию на основании k выборок, затем в соответствии с k + 1, k + 2 и т. д. вплоть до n выборок, дающих конечную оценку в момент времени t. Затем в момент времени  t + (t ((t =T/n) повторяют всю процедуру получения регрессионной оценки, так что данные в момент времени t - T + (t становятся первой выборкой и т.д., пока не получат n выборок за период времени t + (t, что дает конечную оценку в момент t + (t. Та же самая процедура может повторяться для t + 2(t, t + 3(t, ..., t + j(t, .... Решение о начале новой идентификации по методу последовательной регрессии может быть принято на основании поведения показателя качества идентификации S [уравнение (1.11)], если отсутствует нестационарность. Можно также определить априорно неизвестный порядок векторов состояния или авторегрессионную модель динамики скользящего среднего, как в разд. 1.4.1.

Рассмотрим скалярный случай, систему с неизвестным параметром вида

xk = auk + nk,    (k = 0, 1, 2, ...,                                        (1.48)

где uk и xk  — измеряемые входная и выходная последовательности соответственно, а nk — шум измерения на k-м измерительном интервале. Задача идентификации (оценивание неизвестного параметра системы а) может быть решена путем использования линейной регрессии по методу наименьших квадратов. В итоге на основании единовременных совокупностей величин uk и xk  (k = 1, 2, .., r) 
[image: image66.wmf]r
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)

 получается оценка параметра  а, для которой минимизируется критерий Jr:
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где qk — произвольный весовой коэффициент, например qk = 1. Введение qk >1 в уравнение (1.49) может служить для увеличения веса последних измерений. Регрессионная оценка по методу наименьших квадратов 
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 параметра а задается выражением
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Оценка 
[image: image70.wmf]r
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 может быть получена и последовательным способом, причем результат будет совпадать с уравнением (1.50) после r измерений:
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где
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Рассмотрим многомерный случай, систему со многими параметрами,  задаваемую уравнением
xk= a1 u1,k+ a2u2,k+ ...+ amum,k, + nk,                                                 (1.56)
где ai (i = l, ..., m) — требующие идентификации неизвестные параметры, xk — выход системы на k-м измерительном интервале, ui,k  — i-й вход системы на этом же интервале, а nk — шум измерения.

Уравнение (1.56) может быть записано в векторной   форме

xk =aTuk + nk,                                                                                  (1.53)

где

aT  = [a1, ..., am] ,                                                 (1.54)

uk  = [u1,k, ..., um,k]T .                                             (1.55)

Оценивание   вектора   параметров а осуществляется   таким образом, чтобы оценка 
[image: image76.wmf]r
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 минимизировала критерий Jr, записанный по аналогии с уравнением (1.49):
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Здесь r обозначает число измерений. Следовательно, оценка 
[image: image78.wmf]r
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 должна удовлетворять уравнению
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так что
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Введем обозначение
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Матрица 
[image: image82.wmf]1
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 обратима только при r(m, где m — размерность и, а r  — число рассматриваемых измерений. При этом уравнение (1.59) принимает вид
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откуда
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Последнее выражение представляет собой обыкновенную оценку вектора а с помощью линейной регрессии, которая совпадает с регрессионной оценкой.
После ряда преобразований окончательная формула оценки вектора а будет

[image: image85.wmf](

)

1

1

-

-

-

+

=

r

T

r

r

r

r

r

r

r

x

q

a

u

u

P

a

a

)

)

)

.                                            (1.62)

Следовательно, оценка 
[image: image86.wmf]r
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 может быть рекуррентно получена по предыдущей оценке 
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 и по измерениям и весовым коэффициентам хr, ur, qr при условии, что матрица Рr также получена последовательно. Далее в соответствии с (1.59) получаем уравнение
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аналогичное скалярному уравнению (1.55).

Выражение для 
[image: image89.wmf]1
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 требует обратимости матрицы Рr. Должно быть также известно начальное значение матрицы P0. 

Начальная оценка Р может быть произвольной. Однако для улучшения сходимости целесообразно использовать начальную оценку предложенную Ли. Потребуем
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Эта начальная оценка вместе с начальной оценкой параметров приводит к оценке, которая сходится за n шагов в смысле наименьших квадратов (а именно к непоследовательной регрессионной оценке).

Множитель 1/( можно выбирать почти произвольно в промежутке между 10 и значением, соответствующим наибольшему числу, которое может храниться в памяти используемой ЦВМ.

Рассмотрим пример, решение которого показывает, что такой выбор в общем слабо влияет на 
[image: image92.wmf]i
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 или Pi для всех i, кроме i = l. Следует, однако, отметить, что величина 1/( не должна превышать соответствующей величины для наивысшего значащего десятичного разряда используемой вычислительной машины. В противном случае ( превращается в машинный 0, что может приводить к нулевым значениям Pi, не позволяя производить вычисления  
[image: image93.wmf]i
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. 

Пример 3.

Рассмотрим систему y = аTх, где а — вектор параметров, который необходимо идентифицировать, и где
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Пусть
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Тогда
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Пренебрегая членами, содержащими (2, получаем
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С помощью непоследовательной регрессии по двум приведенным выше наборам измерений получим 
[image: image101.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

1

2

 

2

a

)

, что соответствует истинному значению а, поскольку эти измерения не были зашумлены. Видно, что если пренебречь величиной ( в знаменателе (+25 выражения для Р1 то Р2 становится нулевой матрицей и получить оценку 
[image: image102.wmf]a
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 по уравнению (2.24) оказывается невозможным. Кроме того, рекуррентное вычисление 
[image: image103.wmf]i
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 показывает, что величиной ( нельзя пренебрегать, так как в противном случае 
[image: image104.wmf]1
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 также будет нулевым вектором.
Пример 4. Идентифицируйте матрицы параметров 
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системы  
[image: image107.wmf]Bu
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 с помощью регрессии по следующим множествам измерений, произведенных с интервалом 1с.:


	x1
x2
u
	1.00
0.99
0.97
0.96
0.95
0.945
0.94
0.935
0.93
0.925
0.92
0
-0.10
-0.19
-0.23
-0.28
-0.25
-0.22
-0.18
-0.14
-0.07
0
1.00
1.25
1.50
1.75
2.00
2.25
2.50
2.75
3.00
3.25
3.50

	x1
x2
u
	0.925
0.93
0.94
0.95
0.97
0.99
1.02
1.05
1.10
1.15
1.22
0.09
0.17
0.26
0.36
0.45
0.55
0.65
0.76
 0.86
0.96
1.05
3.75
4.00
4.25
4.50
4.75
5.00
5.25
5.50
5.75
6.00
6.2

	x1
x2
u
	1.28
1.32
1.36
1.44
1.52
1.58
1.66
1.74
1.83
1.92
2.02
1.13
1.21
1.30
1.38
1.45
1.51
1.57
1.63
1.69
1.74
1.78
6.50
6.75
7.00
7.25
7.50
7.75
8.00
8.25
8.50
8.75
9.00

	x1
x2
u
	2.10
2.18
2.27
2.37
2.47
2.57
2.66
.76
2.86
2.97
1.82
1.86
1.89
1.91
1.93
1.95
1.97
1.98
2.02
2.05
9.25
9.50
9.75
10.00
10.25
10.50
10.75
11.00
11.25
11.50


>> x1=[1.00
0.99
0.97
0.96
0.95
0.945
0.94
0.935
0.93
0.925
0.92 0.925
0.93
0.94
0.95
0.97
0.99
1.02
1.05
1.10
1.15
1.22 1.28
1.32
1.36
1.44
1.52
1.58
1.66
1.74
1.83
1.92
2.02 2.10
2.18
2.27
2.37
2.47
2.57
2.66
.76
2.86
2.97];

>> x2=[0
-0.10
-0.19
-0.23
-0.28
-0.25
-0.22
-0.18
-0.14
-0.07
0 0.09
0.17
0.26
0.36
0.45
0.55
0.65
0.76
 0.86
0.96
1.05 1.13
1.21
1.30
1.38
1.45
1.51
1.57
1.63
1.69
1.74
1.78 1.82
1.86
1.89
1.91
1.93
1.95
1.97
1.98
2.02
2.05];

>> u=[1.00
1.25
1.50
1.75
2.00
2.25
2.50
2.75
3.00
3.25
3.50 3.75
4.00
4.25
4.50
4.75
5.00
5.25
5.50
5.75
6.00
6.2 6.50
6.75
7.00
7.25
7.50
7.75
8.00
8.25
8.50
8.75
9.00 9.25
9.50
9.75
10.00
10.25
10.50
10.75
11.00
11.25
11.50];

>> x1=x1.';          % Транспонирование x1

>> x2=x2.';          % Транспонирование x2
>> u=u.';               % Транспонирование u
>> na=[1 1;1 1];    % Определение структуры А
>> nb=[1;1];          % Определение структуры B
>> nk=[0;0];         % Определение структуры  задержек
>> y=[x1 x2];        % Формирование выходного сигнала
>> me = arx([y u],[na nb nk])            % Оценивание модели
Multivariable ARX model

   A0*y(t)+A1*y(t-T)+ ... + An*y(t-nT) =

                 B0*u(t)+B1*u(t-T)+ ... +Bm*u(t-mT) + e(t)

A0: 

     1     0

     0     1

A1: 

   -0.1426   -0.1228

    0.0907   -0.8384

B0: 

    0.1191

    0.0604                                                                                    

Estimated using ARX from data set data

Loss function 0.000146082 and FPE 0.000193459

Sampling interval: 1      
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